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まえがき

本書は津田塾大学数学科 3年生以上を対象に開講している「ウェーブレットと信号

処理」（半期）の講義ノートをまとめたものである。基礎的な事柄に絞った上で、こ

の分野に親しみさらに本格的なテキストに取り組むことができることを目標にし、ま

たれMathematicaをを例にして数式処理システムを援用して計算処理することも視

野に入れている。講義をきっかけとして筆者もこの分野について学ぶ機会を得て、巻

末に挙げたテキストに触れてきた。力不足のため講義では証明の仔細や関連事項に触

れる余裕がなかったために、準備ノートを通読できる形に加筆して補助テキストとし

て配布してきたものが本書の原型である。

本書は二部に別れている。目次を眺めてわかるように第一部は主に第二部「ウェー

ブレットの方法」のために「Fourier解析」の基礎を紹介している。1部の第 5.4節で

は高速 Fourier変換を利用した画像処理を紹介している。本書では内積表示に Dirac

のブラケット記法を使い、Diracのデルタ関数も導入している。これらの有用性につ

いては第一部の第 2.3節、超関数については第 4章にまとめている。

Fourier解析が既知であるときには第二部から読むことができる。ウェーブレット

理論の骨子を知りたい場合には第 8 章の多重解像度解析から取り掛かることができ

る。それより前にある第 6章および第 7章では自明なウェーブレット系である Haar

系を例にウェーブレット分解と再構成を丁寧に取り上げ、その実際を第 7.4節で画像

処理として紹介している。

ウェーブレットについて

ウェーブレットとは、多重解像度解析 (MRA)と呼ぶ関数空間において著しい構造

を持つ関数空間で構成される直交基底系である。第 8章で詳しく紹介するように、R
上の L2 関数が多重解像度解の性質を満たすとき、関数部分空間列 {Vj}j∈Z はすべて
の j ∈ Zについて Vj ⊂ Vj+1 であって

∪
j∈Z Vj = L2(R)となり、f(2x) ∈ Vj+1 の

ときに限って f(x) ∈ Vj となっている。そのような部分空間 V0 は、ある ϕ(x)とそ

の平行移行から構成される関数系 {Tkϕ(x)}が V0 の正規直交基底

V0 = span{Tkϕ(x)}k∈Z

となっている。この関数をスケーリング関数 ϕ ∈ V0 という。結局、多重解像度解析
となっている関数空間 L2(R)の完全直交基底はスケーリング関数をつかって ϕから
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その伸張 D2j (x) = 2jx(i ∈ Z)と平行移動 Tk(x)x− k(k ∈ Z)だけから構成される。
MRAでは各 Vj の直交補空間をWj と表すと、互いに直交する部分空間への分解

Vj =

j−J⊕
k=1

Wj−k ⊕ VJ , j > J, (8.8)

が得られ、したがって L2(R)は

L2(R) =
⊕
k∈Z

Wk (8.9)

と分解できる。

多重解像度解析（MRA）が重要であるのは、第 8.4節で示すように、スケーリン

グ関数 ϕから定義 8.2を満たすように関数列 {Vj}j∈Z をさだめると、L2(R)の基底
となる正規直交ウェーブレット関数系 {ψ}j,k∈Z が構成でき、L2(R)内の任意の f に

対して、Vj への直交射影 P̂j を使って

P̂jf = P̂j−1f +
∑
k∈Z
⟨f |ψj,k⟩ψj,k (8.7)

と表されることにある。多重解像度解析であるように関数空間が構成できると

Fourier解析とは違った観点からの信号解析が可能になる。これがウェーブレットに

よる信号解析である。問題は、スケーリング関数 ϕをどのように定めるかである。

まず、第 6章および第 7章では、スケーリング関数として自明な Haar関数を取り

上げ、上記のウェーブレットの構成やMRAの性質を具体的に取り上げた（記述がや

や冗長でになった）。

スケーリング関数とそれから構成されるウェーブレット関数が混獲とサポートを持

ち、かつ、連続な場合は理論的に興味深いだけでなく、神郷処理における広範な鷹揚

がもたらされる。Daubechiesはそのような求める関数系を組織的に構成する方法を

発見した。その概要を第 9章で紹介した。

なお、本書は大東文化大学経営研究所の好意を得て、筆者の Web サイト

http://www.ic.daito.ac.jp/~mizutani/wavelet/ にて公開している。本書に

おける誤記の正誤についても掲載する。

2018年 1月

水谷正大

mizutani@ic.daito.ac.jp
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第 1章

内積と直交性

1.1 内積空間

1.1.1 内積

定義 1.1 ベクトル空間 V を Cn とする。V の要素 |x⟩が


x1
...

xn

と列ベクトルで表さ
れているとする。

|x⟩ , |y⟩ ∈ V の内積（inner product）またはスカラー積（scalar product）を次で

定義する：

⟨x |y⟩ =
n∑

k=1

x∗k yk. (1.1)

ここで、記号 ∗ は複素共役を表す。

性質 1.2 (内積の性質) 体 K 上のベクトル空間 V 上で定義される内積は、次の性質

を持つ。

(1) 正値性： 任意の |v⟩ ̸= 0 に対して、

⟨v | v⟩ > 0. (1.2)

(2) 共役対称性：|v⟩ , |w⟩ ∈ V に対して、

⟨v |w⟩∗ = ⟨w | v⟩ . (1.3)
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(3) 線形性：a, b ∈ K と |u⟩ , |v⟩ , |w⟩ ∈ V について

⟨u | av + bw⟩ = a ⟨u |w⟩+ b ⟨u|w⟩ (1.4)

内積の共役対称性と線形性を使うと内積の反線形性（antilinear）が確かめられる。

⟨av + bw |u⟩ = a∗ ⟨v |u⟩+ b∗ ⟨w|u⟩ . (1.5)

性質 (1) に注意しよう。ベクトルの 2 点 |x⟩ , |y⟩ ∈ V の内積を式 (1.1) のように

‘左から掛ける’|x⟩ については複素共役をとって定義したのには意味がある。仮に 2

つのベクトルの内部積（interiour product）
∑n

k=1 xk yk を内積だとしたならば、た

とえば |x⟩ =

[
1

i

]
に対して ⟨x |x⟩ = 0となってしまうからだ。この事情は、あとで

定義する関数内積 1.13についても同様である。

ここでは |x⟩ をケットベクトル（ket vector）、⟨x| をブラベクトル（bra vector）

と呼ぶ。ベクトルやその内積をブラとケットで表す方式をブラケット表示という。ブ

ラケット表記を考案したのは量子力学の完成者の一人である P.A.M.Diracである*1。

Dirac は Schrödinger 方程式の解 Ψ(x) として記述されるような量子力学的状態を

ケット |Φ⟩ で表し、明快で首尾一貫した理論を与えた [11]。

|x⟩ , |y⟩ ∈ V について内積 ⟨x|y⟩を、|y⟩に対して ⟨x|が作用した結果であると見
なす。⟨x| と |x⟩ は同じ空間には属しておらず、⟨x| は |y⟩ に作用してスカラー値を
もたらす写像とみなすのである。このとき、内積は ⟨x| |y⟩と書くべきかもしれない
が、簡素を旨として ⟨x |y⟩と表すのである。
体K 上のベクトル空間 V からK への線形写像 f

f(a |x⟩+ b |y⟩) = af(|x⟩) + bf(|y⟩)

を V 上の線形形式または線形汎関数（linear functional）という。V 上の線形汎関数

全体を V † と表すと f, g ∈ V † は a ∈ K に対して

(f+ g)(|x⟩) = f(|x⟩) + g(|x⟩)
(a f)(|x⟩) = af(|x⟩)

である。つまり線形汎関数全体 V † は K 上のベクトル空間になっている。この V †

をベクトル空間 V の双対空間（dual space）または共役空間（conjugate space）と

いう。

*1 内積をブラとケットで表してブラケット (bracket)とシャレているのである。
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内積の定義式 (1.1)を、⟨x|は V の双対ベクトル空間の要素として

⟨x| : |y⟩ 7→ ⟨x |y⟩

を与えているとみなす。一般に、|v⟩ ∈ V の双対（共役）D|v⟩ をブラケット記法をつ

かって ⟨v|と表し、ケット |u⟩に作用させるとき

D|v⟩(|u⟩) = ⟨v |u⟩ (1.6)

と記すのである。ケット |x⟩が列ベクトルとすると、|x⟩に対応する双対、つまりブ
ラ ⟨x|はその転置共役

⟨x| =
(
xt
)∗

=
[
x∗1 x∗2 . . . x∗n

]
に他ならない。

|u⟩の a倍からなるケット a |u⟩の共役D(a |u⟩)は a∗ ⟨u|であることに注意しよう。
Cn のようなベクトル空間では、ブラとケットの関係は上の説明のように自明であ

る。一筋ならではいかないのは、ベクトル空間としてその要素が関数 f（つまり関数

空間）であるときであるが、ここでは細かい議論は気にしないでおこう。

内積が定義されたベクトル空間を内積空間 (inner product space) または前

Hilbert空間 (pre Hilbert space)という。

定義 1.3 (ノルム) 内積空間 V において v ∈ V のノルム (norm)を次で定義する

∥v∥ =
»
⟨v | v⟩ (1.7)

このようにノルムが内積から誘導されている場合には、ケット | · ⟩内は、それが関数
であるときには 2乗可積分関数（L2 関数）、数列であるときには 2乗総和可能列（ℓ2

列）であると考える。このために、このような関数（列）のノルムを ∥ · ∥2 と記すこ
とがある。

注意 1.4 ここでは都合上、内積からノルムを定義したが、実は先にノルムが与えら

れていれば、内積を次のようにして定めることもできる。

定理 1.5 x, y ∈ V（複素空間）としたとき、そのノルムから V の内積は次で定まる

（左辺を右辺で定義する）。

⟨x | y⟩ = 1

4
∥x+ y∥2 − 1

4
∥x− y∥2 + i

4
∥x+ iy∥2 − i

4
∥x− iy∥
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注意 1.6 内積の正値性より、||v − w|| = 0 は直ちに v = w を意味するだろうか

（v, w が関数であるときに、各点で v(x) = w(x)かという問題）。また、ある無限列

{vk} と v について

もし limk→∞ ||vk − v|| = 0 なら lim
k→∞

vk
?
= v.

といった収束性についても議論する必要がある。

演習 1.7 Mathematica を使って、等しい長さのベクトルの内積 ⟨x |y⟩ を計算し
て、内積の性質を検討してみなさい。たとえば、x = (1 + i2, 2 + i4, 3 + i6)t,

y = (8 + i4, 6 + i3, 4 + i2)t とする。

ヒント：

x = Table[i + I 2 i, {i, 1, 3}]

y = Table[2 i + I i, {i, 4, 2, -1}]

x.y

80 I

y.x

80 I

Conjugate[x].y

64 - 48 I

x.Conjugate[y]

64 + 48 I

数学では列ベクトルを x としたとき、その行ベクトルを xt で与えて区別す

るが、Mathematica ではそれらの区別はなく、それゆえに Transpose[ ] や

ConjugateTranspose[ ] を適切に使うことが必要である。上の場合、x.yでも y.x

でも同じ値が返っており、複素ベクトルでは内積の共役対称性を満たさない。定義

1.1 にしたがうと、複素ベクトルの場合には ⟨x | y⟩ を Conjugate[x].y とするのが

Mathematicaでの正しい内積の計算法であることがわかる。

1.2 L2 と ℓ2 空間

ノルムは 2点間を測る「距離」の一種と考えることができる。Fourier解析やウェー

ブレット解析では、与えられた関数に対してある関数列を構成して、その関数列の収

束性や近似の度合いを考察の対象とすることが多い。また、関数 f の変数としてし

ばしば x や t を使うが、ここでは一貫した変数表記は使わない。f を信号 (signal)
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だと見なしたとき、位置 xの信号値 f(x)、時刻 tの信号値 f(t)など、その都度、状

況に適合する変数を使う。ただし、時刻 tはもっぱら R上で考えるが、位置 xをあ

る多次元領域で考えたとき f は多変数関数として取り扱わねばならない。

1.2.1 L2 空間

区間 [a, b] 上の関数の集合 {f(x) |x ∈ [a, b]} を考えよう。

定義 1.8 区間 [a, b]で 2乗可積分な関数全体を L2[a, b]と表す：

L2[a, b] =

®
f : [a, b]→ C

∣∣∣∣∣
∫ b

a

|f(x)|2dµ(x) ≡
∫ b

a

f∗(x)f(x)dµ(x) < +∞
´

(1.8)

ここで、測度 µ(x)（積分の重み）は必ずしも dµ(x) = dxではなく、

dµ(x) = w(x) dx

と重み関数（weight）または密度（density）w(x) > 0を持つことがある。

定義 1.13で関数 f, g の内積を与えるが、L2 は内積空間でもある。関数値 f(x)の

絶対値を振幅 (amplitude)、|f(x)|2 をエネルギーということがある（節 2.1（37ペー

ジ））。この用語を使うと、L2[a, b] は区間 [a, b] にわたる全エネルギーが有限な関数

の集合だということができる。

注意 1.9 L2 は（Lebesgue積分の意味で）不連続関数を含む「大きな」空間である。

実際、L2[a, b]は無限次元空間である。測度 dµ(x) = w(x)dxを導入すると、多項式

や三角関数は有限区間とは異なり、(−∞,∞)で二乗可積分となならない。このため、

L2[−∞,∞]を考えるためには、無限大で十分早く減少するような関数族を考える必

要がある（例 1.16(2),(3)）。

定義 1.10 (関数族の線形独立（1次独立）) ある定義域上の有限個の関数族

{fi(t)}ni=1 が線形独立とは、定数 {ci}ni=1, ci ∈ Cとして
∑n

i=1 cifi(t) = 0となるの

が c1 = . . . = cn = 0のときに限るときである。無限個の関数族 {fi(t)}∞i=1 が線形独

立とは、どのような有限関数族をとってもそれが線形独立なときをいう。

定義 1.11 (無限次元) 線形空間において、ある自然数N に対して、N 個の線形独立

な要素は存在するが、N + 1個の要素はいつも線形従属になるとき、その空間の次元
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は N 次元である。一方、そのような N が存在せずに、任意の自然数 nに対して、い

つも n個の要素からなる線形独立な組が存在するとき、その空間は無限次元という。

例 1.12 線形独立な無限個の単項式が張る空間 span{1, x, x2, x3, . . .}はL2[0, 1]に属

する多項式の空間で無限次元である。ただし、1/x ̸∈ L2[0, 1]である。
∫ 1

0
(1/x)2dx =

−
[
1
x

]1
0
= +∞となって 2乗可積分ではないためである。

定義 1.13 (L2 内積) 関数 f, g ∈ L2[a, b] に対して、L2 内積 ⟨f | g⟩L2 を次で定義

する。

⟨f | g⟩L2 =

∫ b

a

f(x)∗g(x) dµ(x) (1.9)

=

∫ b

a

f(x)∗g(x)w(x)dx (1.10)

ここで、測度 µ(x)は重み関数 w(x) > 0によって

dµ(x) = w(x) dx

と定められている。

注意 1.14 ⟨f | g⟩L2 は内積の性質 1.2を満たす。ただし、0 = ⟨f | f⟩L2 であっても、
∀x ∈ [a, b]の各点で f(x) = 0であるとは限らないことに注意しよう。f が連続であ

れば区間上で恒等的にゼロであるが、測度ゼロの（不連続点の）集合を除いて f はゼロ

であるとしか言えない。f と g が区間 [a, b]上で L2 の意味で等しい f(x) = g(x)a.e

とは、区間 [a, b]から測度ゼロ集合を除いた集合について f(x) = g(x)であるという

ことである。

注意 1.15 定義 1.13は、Cn 内のブラベクトル |x⟩ = (x1, . . . , xn)
t とケットベクト

ル |y⟩との内積定義 1.1を、関数 f, gに対して自然に拡張したものなっていることに注

意しよう。つまり、ベクトルの第 i-成分 xi と yi に関する総和
∑

i x
∗
i yi とは、|f⟩ , |g⟩

の x-成分をそれぞれ f(x) と g(x) として重み付きで総和
∫ b

a
dxf∗(x)g(x)w(x) した

ものになっている。

∑
i

→
∫ b

a

dxw(x).

形式的には、関数 f を関数空間のケットベクトル |f⟩とみて、f の連続的添字 xの成

分が f(x)だと考えることに相当する（節 1.3の冒頭参照）。
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例 1.16 内積はさまざまに定義される。代表的な古典的多項式関数とその直交関係

（節 1.3.1）をいくつか紹介しておこう。これらの多項式は各定義域上で完全正規直交

基底
{
ei(x)

}
i=0,1,...

を成しており、定義域上にある任意の関数 f(x)を

fk(x) =
k∑

i=1

aiei(x)

と展開近似する。

(1) 微分方程式

(1− x2) d
2

dx2
Pn(x)− 2x

d

dx
Pn(x) + n(n+ 1) = 0 (1.11)

を満たす区間 [−1, 1]上の多項式 Pn(x)を Legendre多項式という。

P0(x) = 1, P1(x) = x,

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
, P3(x) =

5

2
x3 − 3

2
x,

P4(x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8
, . . .

関数 {Pn(x)}は、重み関数 w(x) = 1および積分区間 [−1, 1]で定義される次
の内積で決まる直交性を持つ。∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x) dx =

2

2n+ 1
δm,n. (1.12)

(2) 微分方程式

x
d2

dx2
Ln(x)− (1− x) d

dx
Ln(x) + nLn(x) = 0 (1.13)

を満たす区間 [0,∞)上の多項式 Ln(x)を Laguerre多項式という。

L0(x) = 1, L1(x) = −x+ 1,

L2(x) = x2 − 4x+ 2, L3(x) = −x3 + 9x2 − 18x+ 6,

L4(x) = x4 − 16x3 + 72x2 − 96x+ 24, . . .

関数 {Ln(x)}は、重み関数 w(x) = e−x および積分区間 [0,∞]で定義される

次の内積で決まる直交性を持つ。∫ ∞
0

Lm(x)Ln(x) e
−xdx = (n!)2δm,n. (1.14)
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(3) 微分方程式

d2

dx2
Hn(x)− 2x

d

dx
Hn(x) + 2nHn(x) = 0 (1.15)

を満たす区間 (−∞,∞)上の多項式 Hn(x)をHermite多項式という。

H0(x) = 1, H1(x) = 2x,

H2(x) = 4x2 − 2, H3(x) = 8x3 − 12x,

H4(x) = 16x4 − 48x+ 12, . . .

関数 {Hn(x)}は、重み関数 w(x) = e−x
2

および積分区間 [−∞,∞]で定義さ

れる次の内積で決まる直交性を持つ。∫ ∞
−∞

Hm(x)Hn(x) e
−x2

dx = 2nn!
√
πδm,n. (1.16)

1.2.2 ℓ2 空間

関数の空間だけでなく、数列においても内積空間を考えることができる。

定義 1.17 (ℓ2 空間) 無限個の成分を含むベクトルを両側無限離散列とみなして

x = (. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ) の全エネルギーが有限であるような（2乗総和可

能な）離散列の集合全体を ℓ2 と定義する：

ℓ2 =

{
x

∣∣∣∣∣ ∞∑
i=−∞

|xi|2 < +∞、xi ∈ C

}
. (1.17)

定義 1.18 (ℓ2 内積) x = (. . . , x−1, x0, x1, . . . ),y = (. . . , y−1, y0, y1, . . . ) ∈ ℓ2 に

ついて、ℓ2 内積 ⟨x |y⟩ℓ2 を次で定義する：

⟨x |y⟩ℓ2 =
∞∑

n=−∞
x∗nyn. (1.18)

以降、文脈から明らかな場合は内積を ⟨· | ·⟩のように記して、内積の取り方を省略し
て表すことがある。

定義 1.19 (Hilbert空間) 実または複素内積空間で、内積によって誘導されるノル

ム（∥ · ∥ =
√
⟨· | ·⟩）に関して完備距離空間をなすとき Hilbert空間という。

例 1.20 L2 空間や ℓ2 空間は Hilbert空間である。
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1.2.3 内積の不等式

定理 1.21 (Schwartzの不等式) 内積空間 V において、x, y ∈ V に対して

| ⟨x, y⟩ | ≦ ∥x∥ · ∥y∥, (1.19)

ここで、等号は xと y が線形従属のときに成立し、そのときは | ⟨x | y⟩ | = ∥x∥ · ∥y∥
である。

証明 ⟨x | y⟩ = | ⟨x | y⟩ |eiϕ とする。

0 ≦ ||e−iϕx− ty||2 =
⟨
e−iϕx− ty

∣∣∣ e−ıϕx− ty⟩
= ∥x∥2 − t

(⟨
e−iϕx

∣∣∣ y⟩+ ⟨y ∣∣∣ e−iϕx⟩)+ t2∥y∥2

= ∥x∥2 − t
(⟨

e−iϕx
∣∣∣ y⟩+ ⟨e−iϕx ∣∣∣ y⟩∗)+ t2∥y∥2

= ∥x∥2 − 2tRe
(⟨

e−iϕx
∣∣∣ y⟩)+ t2∥y∥2

= ∥x∥2 − 2t| ⟨x | y⟩ |+ t2∥y∥2

上式右辺は tについての非負 2次方程式であるので、相異なる 2実根をもたないため

の判別式条件

D = 4| ⟨x, y⟩ |2 − 4∥x∥2 · ∥y∥2 ≦ 0

から、結果を得る。 ■

定理 1.22 (三角不等式) 内積空間 V において、x, y ∈ V に対して

∥x+ y∥ ≦ ∥x∥+ ∥y∥, (1.20)

ここで、等号は xと yが互いに他の非負倍数、つまり x = a y (a > 0)のときに成立。
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証明 途中で、Schwartzの不等式を使う。

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y |x+ y⟩
= ∥x∥2 + 2Re (⟨x | y⟩) + ∥y∥2

Schwartzの不等式より

≦ ∥x∥+ 2∥x∥ · ∥y∥+ ∥y∥2

= (∥x∥+ ∥y∥)2

もし | ⟨x | y⟩ | = ∥x∥ · ∥y∥のときは、線形従属である。 ■

1.3 直交系と直交射影

1.3.1 直交系

定義 1.23 空間 V 内の組 {|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩} があって、任意の f ∈ V がその線
形結合

|f⟩ =
N∑
i=1

ci |vi⟩ .

によって一意に表されるとき、{|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩}をベクトル空間V の基底 (basis)

という。このとき、基底の組は空間 V を張るといい、V = span{|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩}
と表す。

この定義は、基底の数 N は無限個つまり空間 V が無限次元の場合も含んでいる。

定義 1.24 内積空間 V において

(1) x, y ∈ V が直交 (orthogonal)しているとは、⟨x | y⟩ = 0のときである。

(2) V のベクトル集合 {ei}Ni=1 が正規直交系 (orthonormal)であるとは、||ei|| = 1

かつ i ̸= j について ⟨ei | ej⟩ = 0のときである。

(3) V の部分空間 V1 と V2 が直交している V1 ⊥ V2 とは、各 x ∈ V1 と ∀y ∈ V2
について ⟨x | y⟩ = 0であるときをいう。

注意 1.25 空間 V の基底が与えられていれば、定理 1.54（Gram-Schmidtの直交化

法）によって、正規直交基底を構成することができる。基底として正規直交基底を採

用すると、次の定理 1.26のように、何かと都合がよい。
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定理 1.26 内積空間 V の部分空間 V0 ⊆ V の正規直交基底を {|e01⟩ , |e02⟩ , . . . , |e0N ⟩}
とする。このとき、任意の |f⟩ ∈ V0 は

|f⟩ =
N∑
i=1

⟨
e0i
∣∣ f⟩ |e0i ⟩ = N∑

i=1

|e0i ⟩ ⟨e0i | f⟩ (1.21)

と表される。

証明 {|e01⟩ , |e02⟩ , . . . , |e0N ⟩}が V0 の基底であることから、任意の f ∈ V0 は基底
の線形結合によって一意に表される：

|f⟩ =
N∑
i=1

fi |e0i ⟩ . (1.22)

係数 fk を求めるためには、f と ek の内積をとって基底の直交性を用いればよい。

⟨
e0k
∣∣ f⟩ = N∑

i=1

fi
⟨
e0k
∣∣ e0i ⟩ = N∑

i=1

fi δik = fk.

■

例 1.27 x
2 = −y = z

3 の関係にあるベクトル (x, y, z)t ∈ R3 は (2,−1, 3)t 方向を向
き、平面 {(x, y, z) | 2x− y + 3z = 0}に直交している。

例 1.28 L2([0, 1])の 2つの関数 f, g

f(x) =

®
非零 0 ≦ x < 1

2

0 それ以外
, g(x) =

®
0 それ以外

非零 1
2 ≦ x < 1

は直交している（⟨f | g⟩ =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx = 0）。

例 1.29 次の R上で定義される 2つの関数 ϕと ψ

ϕ(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 それ以外
, (1.23)

ψ(x)


1 0 ≦ x < 1

2

−1 1
2 ≦ x < 1

0 それ以外

(1.24)

は正規直交している（∥ϕ∥ = ∥ψ∥ = 1で、⟨ϕ |ψ⟩ = 0である）。ϕを Haarのスケー

リング関数、ψ を Haarのウェーブレット関数という。
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演習 1.30 Haar のスケーリング関数 ϕ と Haar のウェーブレット関数 ψ のグラフ

を描いてみなさい。また２つの関数 ϕ, ψ からなる関数系 {|ϕ⟩ , |ψ⟩}は正規直交、つ
まり L2 内積が ⟨ϕ, ϕ⟩L2 = ⟨ψ,ψ⟩L2 = 1, ⟨ϕ, ψ⟩L2 = 0であることを示しなさい。ま

た、この事実をMathematicalで上のプログラムで確かめてみなさい。

ヒント：Mathematicalでは、ϕおよび ψ を次のように定義する。

haarScaling[t_] := If[t < 0 || 1 <= t, 0, 1]

haarWavelet[t_] :=

Piecewise[{{1, 0 <= t && t < 1/2}, {-1, 1/2 <= t && t < 1}}, 0]

これより、全区間 [−∞,∞]にわたる内積は、ϕ(x), ψ(x)については [0, 1]での積分

として次のように計算できる。

Integrate[haarScaling[t] haarWavelet[t], {t, 0, 1}]

Integrate[haarScaling[t]^2, {t, 0, 1}]

Integrate[haarWavelet[t]^2, {t, 0, 1}]

演習 1.31 区間 [n, n + 1)で値 1それ以外の区間では値 0をとる R上の関数は区間
I の特性関数 χI を使って χ[n,n+1)(x)と表される。これを Haarのスケーリング関数

ϕ(x)を使って

χ[n,n+1)(x) = ϕ(x− n)

と表すことができる。関数系
{
ϕ(x− n)

}
n∈Z は Rで正規直交系をなすことを筆算で

示しなさい。

いま、関数 f(x) = χ[1/2,5/2)(x) としたとき、この正規直交系を使って f(x) =∑∞
k=−∞ fnϕ(x − k)のように展開できるかを検討しなさい。任意の関数が正規直交

基底を使って展開できる条件とはなんだろうか。

例 1.32 例 1.12でみた単項式系 span{1, x, x2, x3, . . .} を考えよう。区間 [a, b]で連

続な関数を求める精度で一様に多項式を使って近似することができる（Weierstrassの

近似定理 1.68）。つまり、多項式全体は [a, b]上の連続関数の空間で稠密である。しか

し、これらは互いに直交していない（非負の i ̸= jについて
⟨
xi
∣∣xj⟩ = ∫ 1

0
xi ·xj dx =

1
i+j+1）。

例 1.33
{

1√
π
,
»

2
π cosnx

}
n=1,2...

は区間 [0, π]上で正規直交系であることが確かめ

られる。この事実から、Weierstrassの近似定理 1.68を使うと、[0, π]で連続な関数

f はこの関数系を基底として展開可能であるを次のようにして示すことができる。任
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意の f に対して、

v(x) = f(cos−1 x) すなわち v(cosx) = f(x)

で定義される関数 vは区間 [−1, 1]で連続。したがって、Weierstrassの近似定理より

v(x)は xの多項式で必要な精度で一様に近似可能である。このことは f(x)が cosx

の多項式で必要な精度で一様に近似できることを示している。ところで

cosn x =
1

2n−1

ñ
cosnx+

Ç
n

1

å
cos(n− 2)x+

Ç
n

2

å
cos(n− 4)x+ . . .

ô
に注意すれば、cosxの n次多項式は 1, cos s, . . . , cosnsの一次結合で表されること

から、主張は証明された。

例 1.34 関数系
{»

2
π sinnx

}
n=1,2...

は区間 [0, π]上で正規直交系である。区間 [0, π]

で連続であって f(0) = f(π) = 0の条件を満たす関数 f はこれらの一次結合として

必要な精度で一様に近似できることができる。この関数系はすべて x = 0, π で 0と

なることから、条件 f(0) = f(π) = 0を落とすことができず、区間 [0, π]上の任意の

連続関数を展開することはできない。

演習 1.35∫ π

−π
sinx cosx dx = 0,

∫ π

−π
sin2 x dx =

∫ π

−π
cos2 x dx = π

から、2組
ß
cosx√
π
,
sinx√
π

™
は L2([−π, π])で正規直交系であることが確かめられる。

一般に、関数の組ß
cosnx√

π
,
sinnx√

π

™
n=1,2,...

(1.25)

が L2([−π, π])の正規直交系であることを示しなさい。

演習 1.36 式 (1.25)の複素数版は簡単に確かめられる。平面波の組ß
einx√
2π

™
n∈Z

(1.26)

が L2([−π, π])の正規直交系であることを示しなさい。
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演習 1.37 単位円領域 D = {(x, y) |x2 + y2 ≦ 1}上の 2乗可積分な関数空間

L2(D) =

ß
f : D → C |

∫∫
D

|f(x, y)|2 dxdy < +∞
™

を考える。L2(D)上の内積を次で定義する：

⟨f | g⟩ :=
∫∫

D

f(x, y)∗g(x, y) dxdy.

関数族 {zn(x, y) = (x + iy)n}n=0,1,2,... が L2(D)で直交していることを示しなさい

（極座標系を使う）。この関数族から正規直交系を構成しなさい。

1.3.2 直交射影

定義 1.38 内積空間 V の有限閉部分空間を V0 とする。|f⟩ を V の任意の要素とし

たとき、次の性質を持つ |f0⟩を |f⟩の V0 への直交射影（orthogonal projection）あ

るいは正射影といい、P̂V0 |f⟩と記すことにする。

|f⟩ ∈ V かつ |f⟩ − |f0⟩ ⊥ V0 (1.27)

すなわち、|f0⟩ = PV0
|f⟩であるとは

|f⟩ = |f0⟩+ |w⟩ (|f0⟩ ∈ V0, |w⟩ ⊥ V0) (1.28)

が成り立つことである。

|f⟩ ∈ V と閉部分空間 V0 が与えられると、射影 P̂V0
|f⟩は一意に定まる。実際、

|f⟩ = |f01⟩+ |w1⟩ = |f02⟩+ |w2⟩ |f0i⟩ ∈ V0, |wi⟩ ⊥ V0, (i = 1, 2)

とすれば、|f01 − f02⟩ = |w2 − w1⟩. この両辺と ⟨f01 − f02| との内積をとると
||f01 − f02||2 = ⟨f01 − f02 |w2 − w1⟩ = 0. したがって、|f01⟩ = |f02⟩ であり
|w1⟩ = |w2⟩を得る。

定理 1.39 内積空間 V の有限部分空間 V0 の正規直交基底を {|e01⟩ , . . . , |e0N ⟩} とす
る。このとき、任意の |f⟩ ∈ V に対して

|f0⟩ =
N∑
j=1

⟨
e0j
∣∣ f⟩ |e0j ⟩ = N∑

j=1

|e0j ⟩ ⟨e0j | f⟩
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と置くと、|f0⟩ = P̂V0
|f⟩である。ここで、P̂V0

を

P̂0 =
N∑
j=1

|ej⟩ ⟨ej | (1.29)

とする。

証明 部分空間 V0 は有限次元であるので閉部分空間である。|f0⟩ ∈ V0 は明らか。

⟨
f − f0

∣∣ e0k⟩ = ⟨f ∣∣ e0k⟩− ⟨f0 ∣∣ e0k⟩ = ⟨f ∣∣ e0k⟩−
⟨

N∑
j=1

⟨
f |e0j

⟩
⟨e0j

∣∣∣∣∣∣ e0k
⟩

=
⟨
f
∣∣ e0k⟩− ⟨f ∣∣ e0k⟩ = 0 (k = 1, . . . , N)

よって、(f − f0) ⊥ V0. ■.

系 1.40 任意の P̂ =
n∑

i=1

|ei⟩ ⟨ei|は次の性質をもつ：

P̂ 2 = P̂ .

証明

P̂ 2 =

(
n∑

i=1

|ei⟩ ⟨ei|

)(
n∑

k=1

|ek⟩ ⟨ek|

)
=

n∑
i=1

n∑
k=1

|ei⟩ ⟨ei|ek⟩ ⟨ek|

⟨ei|ek⟩ = δik を使って

=
n∑

i=1

|ei⟩ ⟨ei| = P̂ .

■

(1.21) の両辺を眺めると、改めて定理 1.26 は次のように表される（Dirac のブラ

ケット表記で初めて可能となった表式である）。

定理 1.41 空間 V の閉部分空間 V0 を張る正規直交基底系 {|e0j ⟩}Nk=1（N は無限でも

よい）について、演算子 |e0k⟩ ⟨e0k|の総和

P̂V0 =
N∑

k=1

|e0k⟩ ⟨e0k| (1.30)
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は、V から V0 への射影作用素 P̂V0
: V → V0 である。たとえば、V 空間に属する任

意のケット |f⟩の V0 への直交射影は、|f⟩ = P̂V0
|f⟩から直ちに

|f⟩ =
N∑

k=1

|e0k⟩ ⟨e0k|f⟩ (1.31)

と、係数 {⟨e0k|f⟩}を持つ直交基底 {|e0k⟩}によって展開されることが自明となる（ケッ
ト |f⟩のベクトル成分 (⟨e01|f⟩ , . . . , ⟨e0N |f⟩)t を計算することに相当する）。

次の定理は、Hilbert空間において閉部分空間への直交射影の存在を保証する基本

定理である。

定理 1.42 (射影定理) V0 を Hilbert空間 V の閉部分空間次元、|f⟩を V の任意の要

素とする。このとき、|f⟩の V0 への正射影 |f0⟩ = P̂V0 |f⟩が一意に存在し、|f⟩は

|f⟩ = |f0⟩+ |w⟩ (|f0⟩ ∈ V0, |w⟩ ∈ V ⊥0 )

の形に一意に表される。

証明

一意性は既に考えたので、P̂V0
|f⟩の存在を示せばよい。|f⟩から V0 への最短距離

δ = inf
|g⟩∈V0

||f − g||

を考えよう。inf の定義から、V0 内に

fn ∈ V0, ||f − fn|| → δ (n→∞)

であるような列 {|fn⟩} が存在する。{|fn⟩} が収束すれば、その極限 |f0⟩ =

limn→∞ |fn⟩が求める PV0
|f⟩であることを示そう。

|fn⟩ ∈ V0 で、V0 は閉であるから、limn→∞ |fn⟩ ∈ V0. このとき、||f − fn|| →
||f − f0|| = δ であるので

||f − f0|| = min
|g⟩∈V0

||f − g||

である。ここで、|w⟩を V0 の任意の要素、tを実数として、|f⟩と |f0 + tw⟩ ∈ V0 と
の差のノルムの 2乗 ℓ(t) = ||f − (f0 + tw)||を考えてみる。

ℓ(t) = ∥f − f0 − tw∥2

= ∥f − f0∥2 − 2tRe (⟨f − f0 |w⟩) + t2∥w∥



1.3 直交系と直交射影 19

となり、|f0⟩ が |f⟩ に最近接であるならば t = 0 で ℓ(t) は最小値となり、ℓ′(0) = 0

より Re (⟨f − f0 |w⟩)であることから、

⟨f − f0 |w⟩ = 0 (|w⟩ ∈ V0)

が導かれ、|f − f0⟩は任意の |w⟩ ∈ V0 に直交していることがわかった。したがって、
|f0⟩ = PV0

|f⟩である。
最後に、{|fn⟩}の収束性を示すために、{|fn⟩}が Cauchy列であることを導こう。

中線定理から

||(f − fn) + (f − fm)||2 + ||fm − fn||2 = 2||f − fn||2 + 2||f − fm||2

に注意すると

4

∥∥∥∥f − fn + fm
2

∥∥∥∥2 + ||fm − fn||2 = 2||f − fn||2 + 2||f − fm||2.

(|fn⟩+ |fm⟩)/2 ∈ V0 から、
∥∥∥f − fn+fm

2

∥∥∥2 ≧ δ2 を使って

||fm − fn||2 ≦ 2||f − fn||2 + 2||f − fm||2 − 4δ2

を得る。右辺は n,m→∞で 2δ2+2δ2−4δ2 = 0に収束し、||fn−fm|| → 0 (n,m→
∞)がわかった。 ■

例 1.43 L2([−π, π])において、その部分空間 V0 が
ß
e01(x) =

cosx√
π
, e02(x) =

sinx√
π

™
で張られているとする。f(x) = xの V0 への射影 f0(x)は、定理 1.41より

f0(x) =
⟨
e01
∣∣ f⟩ e1(x) + ⟨e02 ∣∣ f⟩ e2(x)

で与えられる。第 1項の係数は、区間 [−π, π]にわたり被積分関数が奇関数であるた
めに直ちに 0。第 2項の係数は、

⟨
e02
∣∣ f⟩ = 1√

π

∫ π

−π x sinx dx = 2
√
π より

f0(x) = 2 sinx.

ここではあえて関数と内積のブラケット記法を混用した。以下の例でも、自在に関数

とブラケット記法を混用してもよい。

演習 1.44 Mathmematicaを使って、例 1.43の結果を確かめなさい。

（ヒント）
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e1[t_] := Cos[t]/Sqrt[Pi];

e2[t_] := Sin[t]/Sqrt[Pi];

ip[p1_, p2_] := Integrate[p1 p2, {t, -Pi, Pi}] (* 変数 tに関する関数 p1

と p2の内積 *)

Projection[t, e1[t], ip]

Projection[t, e2[t], ip]

例 1.45 (1.23) の Haar スケーリング関数 ϕ(x) と (1.24) の Haar ウェーブレット

関数 ψ(x) で張られる L2[0, 1] の部分空間を V1 = span
{
ϕ(x), ψ(x)

}
とする。関数

f(x) = tとするとき、

⟨ϕ | f⟩ =
∫ 1

0

x dx =
1

2
, ⟨ψ | f⟩ =

∫ 1/2

0

x dx−
∫ 1

1/2

x dx = −1

4

に注意すると、f の V1 への直行射影 f1(x)は

f1(x) = ⟨ϕ | f⟩ϕ(x) + ⟨ψ | f⟩ψ(x) = ϕ(x)/2− ψ(x)/4

=

®
1/4 0 ≦ x < 1/2

3/4 1/2 ≦ x < 1

で与えられる。

演習 1.46 演 習 1.35 か ら 、Vn = span

ß
1√
2π
,
cos k x√

π
,
sin k x√

π

™
k=1,...,n

は

L2([−π, π]) の部分空間である。関数 f(x) = x2 の n = 1, 2, 3 で定まる空間 V1, V2

および V3 への直交射影を計算しなさい。V∞ を張る基底は、完全正規直交系である。

演習 1.47 Mathematicaを使って、例 1.46の関数 f(x) = x2 を空間 V1, V2 および

V3 へ直交射影して得られる関数のグラフを描きなさい。

（ヒント）Mathematica では、演習 1.44 で見たように、内積関数をたとえば

ip として別に定義しておくと、関数 f の関数 g による射影 ⟨g(t) | f(t)⟩ |g(t)⟩ を
Projection[f[t], g[t], ip]で計算できる（Mathematicaヘルプの Projection

参照）。

図 1.1は、関数 f(x) = x2 を L2([−π, π])の部分空間 V3 へ直交射影して得られる

関数 π2/3 − 4 cosx + cos 2x − 4/9 cos 3x のグラフである。([−π, π] の範囲では元
の関数 x2 を近似しているといえないだろうか（V1, V2 への射影結果と比較してみ

よう）。
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図 1.1 Vn=3 で張られる部分空間へ関数 f(x) = x2 を直交射影して得られた関数

のグラフ。nが大きくなるほど、元の関数 f(x)をよく近似する様子が伺える。

base[t_, n_] :=

Flatten[{1/Sqrt[2 Pi],

Table[{Cos[k t]/Sqrt[Pi], Sin[k t]/Sqrt[Pi]}, {k, 1, n}]}] (*基 底

関数系*)

ip[p1_, p2_] := Integrate[p1 p2, {t, -Pi, Pi}] (*内積関数*)

f[t_] = t; (* 元の関数 t *)

pf1[t_] =

Sum[Projection[f[t], base[t, 1][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 1]]}] (*n=1

の射影関数*)

Plot[pf1[t], {t, -Pi, Pi}] (*射影関数のプロット*)

pf2[t_] =

Sum[Projection[f[t], base[t, 2][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 2]]}] (*n=2

の射影関数*)

Plot[pf2[t], {t, -Pi, Pi}] (*射影関数のプロット*)

pf3[t_] =

Sum[Projection[f[t], base[t, 3][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 3]]}] (*n=3

の射影関数*)

Plot[pf3[t], {t, -Pi, Pi}] (*射影関数のプロット*)

f2[t_] = t^2; (* 射影される対象関数 t^2 *)

pf23[t_] =

Sum[Projection[f2[t], base[t, 3][[i]], ip], {i, 1, Length[base[t, 3]]}] (*n=3

の射影関数*)

Plot[pf23[t], {t, -Pi, Pi}]

演習 1.48 例 1.29の Haarのスケーリング関数 ϕ(x)と Haarのウェーブレット関数

ψ(x)で次のように張られるL2([0, 1])の部分空間 span {ϕ(x), ψ(x), ψ(2x), ψ(2x− 1), ψ(2x+ 1)}
に対して、関数 f(x) = xを直行射影しなさい。
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演習 1.49 Mathematicaを使って、例 1.48で直交射影して得られる関数のグラフを

描いてみなさい。

（ヒント）先の例 1.46の ipように、内積関数 iphを別に定義しておく。

図 1.2 Haarスケーリング関数 ϕ(x)と Haar ウェーブレット関数 ψ(x)で張られ

る部分空間 {ϕ(x), ψ(x), ψ(2x), ψ(2x− 1)} ∈ L2([0, 1])へ関数 f(x) = xを直交

射影して得られた関数のグラフ。関数 x を近似する階段関数になっている。さら

に細かく近似するためにどのようにして Haar 基底関数系を選べばよいのだろう

か。この解答はウェーブレット理論によって得られる。

haarScaling[t_] := If[t < 0 || 1 <= t, 0, 1] (*Haar scaling 関

数*)

(*Haar wavelet*)

haarWavelet[t_] :=

Piecewise[{{1, 0 <= t && t < 1/2}, {-1, 1/2 <= t && t < 1}}, 0]

(*基底関数系*)

hbasis[t_] =

{haarScaling[t], haarWavelet[t], haarWavelet[2t], haarWavelet[2t-1]}

f[t] = t; (* 射影される対象関数 t *)

iph[p1_, p2_] := Integrate[p1 p2, {t, 0, 1}] (*内積関数*)

(*直交射影した関数*)

hpf[t_] = Sum[Projection[f[t], hbasis[t][[i]], iph], {i, 1, 4}]

Plot[hpf[t], {t, 0, 1}]

演習 1.50 演習 1.49 において、射影される対象関数を f(x) = sin 2πx に変更し、

hbasis[t]の張る空間に正射影した関数のグラフを描きなさい。

さらに、Haarスケーリング関数 ϕ(x)と Haar ウェーブレット関数 ψ(x)を使って、

Mathematicaを使って
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haarbasis[t_, n_] :=

Flatten[{haarScaling[t],

Table[haarWavelet[2^j t - k], {j, 0, n}, {k, 0, 2^j - 1}]}]

で得られる関数の組が張る空間 Hn, (n ≧ 1)を考えよう。

Hn = span

ß
ϕ(x),

{
ψ(2jx− k)

}
j=0,...,n,k=0,...,2j−1

™
(1.32)

図 1.3 関数 f(x) = sin 2πxを式 (1.32)の Haar関数系で張られる空間H3 に正

射影して得られる関数のグラフ。

演習演習 1.49は、n = 1として

f[t_] := Sin[2Pi t];

haarbasis[t, 1];

hpf3[t_] = Sum[Projection[f[t], haarbasis[t, 1][[i]], iph],

{i, 1, Length[haarbasis[t, 1]]}];

のように計算できることに注意しよう。このとき、haarbasis[t, 3]によって関数

空間 H3 を張る基底を生成した後に、f(x) = sin 2πxを H3 へ正射影して得られる関

数のグラフが図 1.3のようになることを確かめなさい。

nを大きくしていくと、f(x)の関数空間 Hn へ正射影して得られる関数は f(x)に

近づいていくと予想される。試しに、n = 4としてときの H4 へ正射影した関数のグ

ラフを描いてみなさい。
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1.3.3 直交補空間

定義 1.51 (直行補空間) V0 を内積空間 V の部分空間とする。V0 の直行補空間

(orthogonal complement) V ⊥0 を次で定義する：

V ⊥0 = {|v⟩ ∈ V | ∀ |w⟩ ∈ V0 について ⟨w | v⟩ = 0}

定理 1.52 V0 を内積空間 V の有限次元部分空間とする。このとき各 |f⟩ ∈ V は

|f0⟩ ∈ V0 と |f1⟩ ∈ V ⊥0 によって一意に |f⟩ = |f0⟩+ |f1⟩ と分解され、V は

V = V0 ⊕ V ⊥0

と直和で表される。

証明 |f⟩ ∈ V として、|f0⟩を |f⟩の V0 への直交射影とする。|f1⟩ = |f − f0⟩と
すると、定理 1.42より、|f1⟩ ⊥ V0 である。|f⟩ = |f0 + (f − f0)⟩ = |f0 + f1⟩にお
いて、f1 ⊥ V0. したがって、f1 ∈ V ⊥0 . ■

例 1.53 例 1.27の平面 V0 = {(x, y, z)t | 2x− y + 3z = 0}を考える。{
|e1⟩ = 1

21 (1,−4,−2)
t, |e2⟩ = 1

6 (2, 1,−1)
t
}
は 正 規 直 交 系（∥e1∥ = ∥e2∥,

⟨e1 | e2⟩ = 0）で V0 を張る。

さて、ベクトル |v⟩ = (x, y, z)t ∈ R3 の V0 への直行射影 |v0⟩は

|v0⟩ = ⟨e1 | v⟩ |e1⟩+ ⟨e2 | v⟩ |e2⟩

=

Å
x− 4y − 2z

21

ã
(1,−4, 2)t +

Å
2x+ y − z

6

ã
(2, 1,−1)t.

一方、|e3⟩ = 1
14 (2,−1, 3)

t は ∥e3∥ = 1 かつ |e3⟩ ⊥ V ⊥0 であることが確かめられる

（⟨e3 | e1⟩ = ⟨e3 | e2⟩ = 0）。v1 を

|e3⟩ = ⟨e3 | v⟩ |e3⟩

=
2x− y + 3z

14
(2,−1, 3)t

で定義すると、v1 は V ⊥0 への直交射影になっている（⟨v1 | e1⟩ = ⟨v1 | e2⟩ = 0）。
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1.3.4 正規直交基底の選出

次の定理 1.54の正規直交基底の構成法は、ベクトル空間を張る正規直交基底の組

としていくらでも（連続無限に）異なる組を選び出せることも意味している（2次元

平面の x-y 軸を原点の回りに任意角度だけ回転した x′-y′ 軸を思い浮かべればよい）。

定理 1.54 (Gram-Schmidtの正規直交基底の構成) 内積空間 V の任意の部分空

間が N 個の基底 {|v1⟩ , |v2⟩ , . . . , |vN ⟩}で張られているとする。このとき、V の正規
直交基底 {|e1⟩ , |e2⟩ , . . .} が構成でき、各 |ej⟩ は基底 {|v1⟩ , |v2⟩ , . . .} の線形結合と
して次のように表される。

|e1⟩ = |ẽ1⟩ /
»
∥ẽ1∥, |ẽ1⟩ = |v1⟩

|e2⟩ = |ẽ2⟩ /
»
∥ẽ2∥, |ẽ2⟩ = |v2⟩ − ⟨e1 | v2⟩ |e1⟩

. . .

|eN ⟩ = |ẽN ⟩ /
»
∥ẽN∥, |ẽN ⟩ = |vN ⟩ −

N−1∑
k=1

⟨ek | vN ⟩ |ek⟩

. . .

証明

■

演習 1.55 例 1.12および 1.32で扱った L2([0, 1])空間の単項式 {xn}∞n=0 を Gram-

Schmidtの方法を使って区間 [0, 1]上の正規直交基底を構成しなさい。また、Math-

ematicaでその結果を検算しなさい。

（ヒント）Mathematicaを使うと、{1, x, x2, x3}までの L2([0, 1])の単項式系の正

規直交化基底は次で得られる。計算結果の検証をしてみなさい。

Orthogonalize[{1, t, t^2, t^3}, Integrate[#1 #2, {t, 0, 1}] &]

演習 1.56 区間 [−1, 1] 上の単項式 {1, x, x2, x3, . . .} を Gram-Schmidt の方法で構

成した正規直交基底は
{»

n+ 1
2Pn(x)

}
n=0,1,2,...

であることを確かめなさい。ここ

で、Pn(x)は区間 [−1, 1]で定義された Legendre多項式である（例 1.16(1)）。Pn(x)

は Legendreの方程式

(1− x2)d
2Pn(x)

dt2
− 2x

dPn(x)

dt
+ n(n+ 1)Pn(x) = 0
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の特解である。Legendre多項式系は区間 [−1, 1]上の完全正規直交系である。
たとえば、P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 1

2 (3x
2 − 1), P3(x) = 1

2 (5x
3 − 3x),

P4(x) =
1
8 (35x

4 − 30x2 + 3)などである。Mathematicaを使うと、この結果を検算

してみなさい。

（ヒント）

Orthogonalize[{1, t, t^2, t^3}, Integrate[#1 #2, {t, -1, 1}] &]

演習 1.57 Legendre多項式 Pn(x)の Rodrigues公式

Pn(x) =
1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn

から

Pn(x) =
1

2n

n∑
k=0

Ç
n

k

å2

(x− 1)n−k(x+ 1)k

を示しなさい。x = 1 の Pn(x) の値を求めなさい。また、{Pn(x)}n=0,1,2,... の正規

直交性を示しなさい。

Mathematicaを使って、P0(x), P1(x), . . . , P20(x)の区間 [0, 1]上のグラフを重ね

て表示しなさい。

図 1.4 Legendre関数 Pn(x)の区間 [−1, 1]でのグラフ（n = 0, 1, 2, . . . , 20）
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1.4 基底の完全性（全体性）

繰り返しになるが、もう一度定義として以下を述べておこう。

定義 1.58 内積空間 V の部分空間 V0 ⊆ V の正規直交基底E0 = {|e01⟩ , |e02⟩ , . . . , |e0N ⟩}
について、ベクトル（関数）f ∈ V から次で定まる数列 {fn}Nn=1

fn = ⟨e0n | f⟩

を f の基底 E0 による展開係数（あるいは Fourier型展開係数 Fourier-type expand-

ing coefficients）または v の成分という。このとき、f の V0 への正射影は

N∑
k=1

⟨e0n | f⟩ |e0k⟩

で与えられる。

明らかに

∥f −
N∑

k=1

fne
0
k∥2 =

∫ (
(x)− fne0k(x)

)2
dx ≧ 0

である。したがって、

0 ≦ ∥f −
N∑

k=1

fne
0
k∥2 = ∥f∥2 +

N∑
k=1

|fk|2 −
N∑
i=1

fi ⟨e0i | f⟩ −
N∑
j=1

fj ⟨f | e0j ⟩

= ∥f∥2 +
N∑

k=1

|fk|2 − 2
N∑
i=1

|fi|2

である。すなわち、内積空間 V 内の部分空間 V0 ⊆ V における任意の正規直交基底

E0 について、∀f ∈ V に対して

N∑
k=1

|fk|2 ≦ ∥f∥2 (1.33)

が成立する。この (1.33)をBesselの不等式という。気になるのは、この不等式がど

んな条件のもとで N →∞のときに等式
∑N

k=1 |fk|2 → ∥f∥2 となるかである。
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定義 1.59 空間 V の任意の区分的に連続（piecewise continuous）な関数*2 f ∈ V
に対して、V の基底 E = {|en⟩}n=1,2,... を使って f を展開

∑
fn |en⟩したとき、任

意の ε > 0に対して

∥f −
n∑

k=1

fkek∥2 < ε, fk = ⟨ek | f⟩ , n > N

であるような N が存在するとき、f は最小二乗の意味（つまり L2 の平均収束の意

味で）でいくらでも良く近似できるといい、そのような V の基底を完全（complete）

または全体的（total）であるという。V の完全性（全体性）は必ずしも基底の直交性

を要求していないことに注意する。

この定義から、基底の完全直交性は Besselの不等式において等式が成り立つ場合

となることがわかった。

定理 1.60 (完全性の条件) 空間 V の基底 E = {|en⟩}n=1,2,... が完全であるために

は、任意の連続関数 f ∈ V の展開係数 {fn = ⟨en | f⟩} に対して、Bessel の完全性

関係

∥f∥2 =
∑
k

|fn|2

が成立すれば十分である。Besselの完全性関係は、g ∈ V の展開係数 {gn = ⟨en | g⟩}
と併せて、Parsevalの等式

⟨f | g⟩ =
∑
k

f∗k gk

の形にも表される（定理 2.45）。

証明 クーラン=ヒルベルト [5]の第 2章や、関数解析の書物を参照。 ■

基底の完全性は関数の展開可能性（各点収束） f =
∑

k fkek を意味するわけではな

くことに注意する。ここでは平均収束をいうだけである。この方向での議論に興味あ

る場合には、ヒルベルト空間論を含む関数解析の書物を研究する必要がある。このテ

*2 ここでは、区分的に連続な関数を、その定義域が有限個の部分領域（1 変数関数の場合には部分
区間）に分かれ、その各内部で関数が連続で、各部分領域の内部から境界に近づくときに関数値
が定まった有限境界値を持つものとしよう。もっと都合がよいのは、区分的に滑らか（piecewise

smooth）な関数である。これは、区分的に連続かつ区分的に連続な導関数をもつことである。



1.5 関数の L2 収束と一様収束 29

キストでは、厳密さは追求せずに、必要に応じて注意する程度にとどめておくことに

する。

基底の完全性の議論を深めると、定理 1.41は次のように書き換えることができる。

実をいうと、次の主張は縮退のない離散固有値を持つ線形演算子の固有関数が張る空

間の完全性についての議論から得られるものであるが、その前提や厳密さを忘れて部

分空間への射影演算子の理解を踏まえれば、形式的にその意味は容易に理解できるは

ずだ。

定理 1.61 可分な Hilbert空間H の完全正規直交基底系 {|ek⟩}k=1,2,... において、演

算子 |ek⟩ ⟨ek|の総和

ÎH =
∑
k

|ek⟩ ⟨ek| (1.34)

は、H上の恒等作用素である。このとき、Hに属する任意のケット |f⟩は、|f⟩ = ÎV |f⟩
から直ちに

|f⟩ =
∑
k

|ek⟩ ⟨ek|f⟩

と、係数 {⟨ek|f⟩}を持つ完全正規直交基底 {|ek⟩}によって展開できる。

1.5 関数の L2 収束と一様収束

関数列 {fn}の関数 f への収束について考えよう。関数列の収束には、各点収束、

一様収束、L2 収束などの概念がある。

定義 1.62 (各点収束) 関数列 {fn} が関数 f に区間 [a, b] で各点収束 (pointwise

convergence) するとは、各 x ∈ [a, b] について、∀ε > 0 に対して、ある整数 N =

N(ε, x)が存在して、全ての n ≧ N について

|fn(x)− f(x)| < ε

が成立するときである。N は εと xに依存して決まっていることに注意しよう。各

xを固定すると、十分大きな n ≧ N について fn(x)は f(x)に近くなるのである。

定義 1.63 (一様収束) 関数列 {fn}が関数 f に区間 [a, b]で一様収束 (uniform con-

vergence)するとは、∀ε > 0に対し、どんな x ∈ [a, b]についてもある整数N = N(ε)
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が存在して、全ての n ≧ N について

|fn(x)− f(x)| < ε

が成立するときである。N は ε だけに依存して決まることに注意。十分大きな

n ≧ N について区間 [a, b]のどこでも fn(x)は f(x)に近くなるのである。

定義 1.64 (L2 収束) 関数列 {fn}が関数 f に L2[a, b]収束するとは、∀ε > 0 に対し

て、ある整数 N = N(ε)が存在して、全ての n ≧ N について

∥fn(x)− f(x)∥L2 < ε

が成立するときである。十分大きな n ≧ N について、区間 [a, b] 内の幾つかの t に

ついて fn(x) と f(x) が遠く離れていてもよいことに注意する。L2 収束を平均収束

(convergence in mean)ということがある。

注意 1.65 定義から明らかなことであるが

一様収束
OK−→
←−
ダメ

各点収束

に注意する。

また、各点収束は必ずしも L2 収束をもたらさない。関数列が、L2 のある関数で一

様に押さえられる（つまり有界な）ときには各点収束は L2 収束する。

例 1.66 関数列 {fn(x) = xn}n=1,2,... は f(x) = 0に区間 [0, 1)で各点収束する：

0 ≦ ∀x < 1について xn −→ 0, (n→∞).

しかし、{xn}は区間 [0, 1)では一様収束しない。実際、xが 1に近いと xn の減少の

仕方は遅くなり、たとえば ε = 0.001としたときに |xn| < ε となるには、x = 0.5で

は n ≧ 10、x = 0.9では n ≧ 66であり、εと xに依存して N(ε, x)が定まるからで

ある。ただし、ある r < 1を取って区間 [0, r]とすると、{xn}は区間 [0, r]で 0に一

様収束する。実際、rN > ε > 0として εを選んでおけば、n ≧ N について [0, r]上

の全ての点で |fn(x)| < εであるからだ。

一方、{xn}は区間 [0, 1]で L2 収束する。実際、

||fn||2L2 =

∫ 1

0

(xn)2 dx =
1

2n+ 1
−→ 0, ｀ (n→∞).
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定理 1.67 関数列 {fn} が区間 [a, b] で関数 f に一様収束すれば、{fn} は関数 f に

L2[a, b]収束する。しかし逆は成立せず、{fn}が関数 f に L2[a, b]収束しても一様収

束するとは限らない。

証明 一様収束性から、どんな x ∈ [a, b]についても、∀ε > 0 に対して、ある整数

N = N(ε)が存在して、すべての n ≧ N について |fn(x)− f(x)| < εが成立する。

||fn − f ||2L2 =

∫ b

a

|fn(x)− f(x)|2 dx ≦
∫ b

a

ε2 dx = ε2(b− a)

より、{fn}は関数 f に L2[a, b]収束することが示せた。

逆が成立しない例として、[0, 1]上の関数列 {fn}を次にように定める。

fn(x) =

®
1 0 < x ≦ 1

n

0 それ以外

{fn}は [0, 1]上の関数 f(x) = 0に L2 収束する。実際、∫ 1

0

|fn(x)− f(x)|2 dx =

∫ 1
n

0

dx =
1

n
−→ 0(n→∞).

しかし、どんな x ∈ [a, b]についても、1 > ∀ε > 0 に対しても、すべての n ≧ N に

ついて

|fn(x)− 0| < ε

であるように、整数 N をみつけることはできない（すべての nで |fn(x)− 0| = 1で

あるため）一様収束しない。 ■

任意の有限区間 [a, b]で定義された関数 f(x)は、変数変換
(
(x− a)(1− δ) + (b−

x)δ
)
/(b− a) → xによって [δ, 1− δ] ⊂ [0, 1], δ < 1

2 上の関数とできることに注意す

る。区間 [0, δ), (1− δ, 1]上は関数の性質に合わせて任意に調整することによって、f
を [0, 1]上の関数とできる。

定理 1.68 [Weierstrassの近似多項式定理]

閉区間 [0, 1]上の有界な連続関数 f は多項式で一様にいくらでも良く近似できる。

正確には、次数 2n, n = 1, 2, . . . の多項式

pn(x) =
1

2In

∫ 1

0

f(t)
(
1− (t− x)2

)n
dt, In =

∫ 1

0

(1− t2)n dt
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を定義する。任意の ε > 0 に対し、整数 n = n(ε)が存在して

|f(x)− pn(x)| < ε, x ∈ [0, 1]

となる。

1.6 作用素と随伴作用素

1.6.1 線形作用素

定義 1.69 ベクトル空間 V とW の間の作用素 T : V → W が線形 (linear) とは次

を満たすときである：

T (c1 |v⟩+ c2 |w⟩) = c1T |v⟩+ c2T |w⟩ , |vi⟩ ∈ V,および ci ∈ C.

注意 1.70 内積空間 V の部分空間 V0 でを正規直交基底 {ek}を持つとき、定理 1.42

の直行射影 P : V → V0 は線形作用素で、v1, v2 ∈ V について P (a v1 + b v2) =

aP (v1) + bP (v2)である。

定理 1.71 (線形演算子の行列表示) 基底 {|v1⟩ , . . . , |vn⟩} を持つ空間 V から基底

{|w1⟩ , . . . , |wm⟩}を持つ空間W への線形作用素 T : V → W を考える。|v⟩ ∈ V の
表現 x = (x1, . . . , xn)

t および |w⟩ ∈ W の表現 y = (y1, . . . , ym)t に対して、Tの作

用は、行列 AT の要素

aij = ⟨wi|T |vj⟩

を使うと y = ATxが成立する：
y1
...
yi
...
ym

 =


a11 . . . a1n
...

. . .
...

aj1 . . . ajn
...

. . .
...

am1 . . . amn




x1
...
xj
...
xn


すなわち、線形作用素 T は

T =
m∑
i=1

m∑
j=1

aij |wi⟩ ⟨vj | (1.35)

のように表すことができる。行列 AT = (aij)を基底 {|vj⟩}および {|wi⟩}に関する
線形作用素 T の行列表示という。



1.6 作用素と随伴作用素 33

証明

|v⟩ =
∑n

j=1 xj |vk⟩ ∈ V に対して T の作用が |w⟩ =
∑m

k=1 yk |wk⟩ ∈W をもたら

すので、

|w⟩ =
n∑

k=1

yk |wk⟩ = T

(
n∑

j=1

xj |vj⟩

)

=
n∑

j=1

xj T |vj⟩ .

両辺をブラ ⟨wi|とでの内積を取ると、⟨wi |w⟩ = yi に注意して

yi =

⟨
wi

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xj Tvj

⟩

=
n∑

j=1

aij xj

を得る。

T の表式は、定理 1.42から、空間 V 上の恒等作用素 IW および空間W 上の恒等

作用素 IW の射影演算子分解を使う。

T = IWTIv =
m∑
i=1

|wi⟩ ⟨wi|T
n∑

j=1

|vj⟩ ⟨vj |

=
m∑
i=1

n∑
j=1

|wi⟩ ⟨wi|T |vj⟩ ⟨vj |

■

定義 1.72 線形作用素 T : V →W のノルム ∥T∥を

∥T∥ =
{
max ∥Tv∥

∣∣ |v⟩ ∈ V かつ、∥v∥ = 1
}

で定義する。T のノルムが有限のとき、有界作用素 (bounded operator)という。

注意 1.73 有限次元内積空間におかる全ての線形作用素は有界である。また、任意の

内積空間からその部分空間への直交射影も有界線形作用素である。
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1.6.2 随伴作用素

定義 1.74 内積空間 V とW 間の有界線形作用素 T : V → W の随伴 (adjoint)また

は共役とは

⟨w |Tv⟩W = ⟨T †w | v⟩V

で定まる線形作用素 T † :W → V である。

ブラケット表記はここでも強力なツールで、定義 1.74で間接的に定義される線形作

用素の随伴を直接的に書き出すことができる。

例 1.75 定理 1.71の後半部の線形作用素の分解で登場していることだが、|v⟩ ∈ V と
|w⟩ ∈W から得られる演算子 |w⟩ ⟨u|は V からW への線形演算子 |w⟩ ⟨u| : V →W

である。この随伴は (|w⟩ ⟨u|)† = |u⟩ ⟨w|で、|u⟩ ⟨w| :W → V である。

演習 1.76 |w⟩ ⟨u| : V → W とその随伴 |u⟩ ⟨w| : W → V が線形作用素であること

を確かめなさい。

例 1.77 例 1.75を踏まえると、定理 1.71の (1.35)から直ちに

T † =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|wi⟩ ⟨wi|T |vj⟩ ⟨vj |

)†

=
n∑

i=1

m∑
j=1

|vi⟩ ⟨wj |T |vi⟩∗ ⟨wj |

を得る。この表式は随伴作用素 T †を行列表示 AT † を使って直接与えている。この様

子を詳しく追いかけてみよう。V およびW のそれぞれの基底 {|vi⟩}および {|wj⟩}
による T の行列表示 AT = (aij) = (⟨wi|T |vj⟩)および |v⟩ ∈ V と |w⟩ ∈W の表現 x

と y を使うと

⟨y |ATx⟩W =
m∑
i=1

n∑
j=1

y∗i aijxj

=
n∑

j=1

(
m∑
i=1

a∗ijyi

)∗
xj =

n∑
j=1

(
m∑
i=1

a†jiyi

)∗
xj

= ⟨A†Ty |x⟩V
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と書き換えることができる。ただし、a†ij = a∗ji（転置共役）である。したがって、T

の随伴 T † に対応する行列表示 AT † は T に対応した行列表示 AT の転置共役 A†T で

あることがわかった。

例 1.78 g を区間 [a, b] 上の有界関数としたとき、線形作用素 Tg : L2([a, b]) →
L2([a, b])を次のように定義する：

Tg f(x) = g(x)f(x).

このとき、Tg の随伴は

T †g h(x) = g(x)∗h(x)

で与えられる。このことは、次からわかる：

⟨h |Tgf⟩[a,b] =
∫ b

a

h(x)∗ g(x)f(x) dx =

∫ b

a

(g(x)∗h(x))
∗
f(x) dx = ⟨g∗h | f⟩[a,b] = ⟨T

†
gh | f⟩[a,b] .

定理 1.79 (合成作用素の随伴) T1 : V → W および T2 : W → U を内積空間の間の

2つの有界線形作用素とする。このとき

(T2 ◦ T1)† = T †1 ◦ T
†
2

証明 v ∈ V と u ∈ U に対して

⟨u |T2 ◦ T1v⟩U = ⟨T †2u |T1v⟩W = ⟨T †1 ◦ T
†
2u | v⟩V

一方、随伴作用素の定義から

⟨u |T2 ◦ T1v⟩U = ⟨(T2 ◦ T1)†u | v⟩V .

■

定理 1.80 (直行射影の自己随伴性) 内積空間 V からその部分空間 V0 への直行射影

作用素 P について、

P †0 = P0

である。
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証明 V0 の直交基底ケット {|e0j ⟩}Nj=1 を使った (1.29)の直交射影演算子の表現

P0 =
N∑

k=1

|e0k⟩ ⟨e0k|

から、演算子 |ξ⟩ ⟨η|の随伴性 (|ξ⟩ ⟨η|)∗ = |η⟩ ⟨ξ|を使えば、P †0 = P0は明らかである。

[別証明] 多少長くなるが直交射影の性質それ自身から証明することもできる。定

理 1.52 より、v, u ∈ V は v0, u0 ∈ V0 とそれに直交する v1, u1 ∈ V ⊥0 との和

v = v0 + v1 および u − u0 + u1 のように直和分解することができる。このとき、

P0v = v0, P0u = u0 とすると、直交性を使って

⟨v |P0u⟩ = ⟨v0 + v1 |u0⟩ = ⟨v0 |u0⟩ .

一方、

⟨P0v |u⟩ = ⟨u0 |u0 + u1⟩ = ⟨v0 |u0⟩ .

これより、⟨P0v, u⟩ = ⟨v, P0u⟩となり、P †0 = P0 を得る。

■

定義 1.81 (Hermite性) 直交演算子のように、ある線形作用素 H の随伴 H† が

自身に等しいとき H† = H であるような性質を自己随伴性 (self-adjoint) または

Hermite的 (hermitian)であるという。

演習 1.82 Hermite性をもつ線形作用素の固有値は実数であることを示しなさい。
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Fourier級数

2.1 さまざまな用語

三角関数は取り扱いもやさしい初等関数であり、振動現象の記述には欠くことがで

きない。Fourier 解析や信号処理などで使われる用語の多くが力学に由来している。

以下、そうした用語をまとめておこう。

直線上に質量 m の質点がバネ定数 k の調和バネにつながれた往復運動を考える

（図 2.1）。バネの自然長を原点とする平衡点からの変位を xとしたとき、変位に比例

した復元力 F = −kxが働き、その運動方程式は次のようになる。

m
d2x

dx2
= −kx

わかり易さのために、ω2 =
k

m
とおいて

d2x

dx2
= −ω2x

この方程式にしたがう運動を調和振動子 (harmonic ocillator)という。

図 2.1 ばね定数 k の調和振動子。質点に平衡点からの変位 x に比例した復元力

F = −kxが働く。
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この一般解は

x(t) = A sin(ωt+ δ) または x(t) = a cos(ωt+ γ)

であることは直ちに確かめられる。Aを振幅 (amplitude)、δ, γ を時刻 t = 0におけ

る位相 (phase)という。1振動に要する時間 T（単位 [sec]）を周期 (period)といい、

x(t) = x(t+ T )を満たす。今の場合、

T =
2π

ω

である。単位時間に往復する回数 ν = 1/T（単位 [Hz]）が振動数で、これを周波数

(frequency)ともいう。基本関係式の中に π が表れてしまうのを防ぐために、角振動

数または角周波数 (angular frequency)

ω = 2πν

を使う場合も多い（単位 [rad/sec]）。

ばね定数 k を持つ位置エネルギー（ポテンシャルエネルギー）U(x)は

U(x) =
k

2
x2 =

mω2

2
x2 =

m

2
ω2A2 sin2(ωt+ δ).

また、運動エネルギーK は

K =
m

2

Å
dx

dt

ã2
=
m

2
ω2A2 cos2(ωt+ δ).

したがって、力学的全エネルギー E は

E = K + U =
mω2

2
A2

となり、調和振動子の全エネルギー E は時間によらずに一定で、振幅の 2乗に比例

している。後述する関数 f(t)の Fourier変換 f̂(λ)を角周波数 λを持つ f(t)成分と

みなして、|f̂(λ)|2 をパワースペクトル (power spectrum、または強度スペクトル)と

いう。振幅の 2乗をエネルギーとみなすため、こうした用語を使う。。

電磁場や音波などの振動しながら伝搬する波を進行波 (traveling wave)という。こ

のとき、1周期に進む距離 λ（単位 [m]）を波長（wavelength）、単位時間あたりの伝

搬距離を速度 v（単位 [m/sec]）といい

v = λ · ν

の関係にある。
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2.1.1 具体例

図 2.2 のように、両端点を固定した弦の振動を考えよう。単位長さの振動の様子

を sinωt で表し、これをハ長調 C 音（ドの音）とする（通常のピアノでは周波数

261.62Hz に調律される）。2
3 単位長の弦の振動数は波長に反比例するので

3
2 倍とな

り、振動の様子は sin 3
2ωtで表される。これがハ長調音 E（ミの音）である。 1

3 単位

長の弦の振動数は元の 3倍となり、振動の様子は sin 3ωtで表される。これがハ長調

音 G（ソの音）である。したがって、CEG（ドミソ）の音の振動数比は 1 : 3
2 : 3で

あり、人には心地よく聞こえる協和音 (consonance)となっている。

図 2.2 3 つの弦の振動。弦の長さの比は 1 : 2
3
: 1

3
となっている。その結果、弦

の振動数比は 1 : 3
2
: 3 になる。これらの弦を同時に鳴らした音はドミソ協和音と

なって聞こえる。

ここで 3つの正弦関数の和である次の関数 f0(t) ∈ L2([−π, π])を考えよう。

f0(t) = 3 sin 2t+ 4 sin 3t+ 2 sin 6t

振幅はそれぞれ 3, 4, 2 であるために強度（振幅の 2 乗）は異なるが、振動数比は

CEG協和音と同じ 2 : 3 : 6となっている。区間 [−π, π]での f0 のグラフが図 2.3(a)

である。次に関数 f1 として f0 に振幅 0.2 の角周波数 100 の余弦波を加えたものを

考えよう。図 2.3(b)が f1 のグラフである。

f1(t) = sin 2t+ 4 sin 3t+ 2 sin 6t+ 0.2 cos 100t

2 つの関数 f0 と f1 は有限和の Fourier 級数の形になっている（実際、f0 と f1 の

Fourie級数を計算してみよ）。
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(a)

(b)

図 2.3 (a) f0(t) = 3 sin 2t+4 sin 3t+2 sin 6t と (b) f1(t) = f0(t)+0.2 cos 100t

のグラフ。f1 は 0.2 cos 100tが混入した結果、f0 を小さい振幅で高周波数で揺ら

したものになっていることがわかる。

f1 から高周波が乗った小さい Fourier係数 0.1の項を落とした関数が f0 であると

もいえる。一般に雑音 (noise) は高い周波数成分をもっている。信号処理の基本は、

信号を基本波に分解して不要な成分（不要な基本波の係数）を落とした関数を得るこ

とによって、雑音を除去したり（不可逆）データ圧縮することである。今の場合、f1
から f0 を得る過程を、高い周波数を濾し取って低い周波数成分を通過させることに

相当してローパスフィルタ (low pass filter)と呼ぶ。

関数 f1 と f0 とはどの程度の違いがあるだろうか。次のように、L2 ノルムで測っ

て相対誤差を具体的に計算することができる。

相対誤差 =
∥f0∥L2

∥f1∥L2

= 0.999311

L2 ノルムで測ると、ローパスフィルタによって f1 から Fourier成分 0.2 cos 100tを

取り除いた関数 f0 は f1 とほとんど変わらないことがわかる。

演習 2.1 Mathematicaを使って、関数 f0 および f1 のグラフを描きなさい。また、

L2 ノルムでその相対誤差が上記のようであることを確かめなさい。

（ヒント）たとえば、関数 f1 のノルムを次のように計算する。
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nf1=Sqrt[Integrate[(f0[t] + 0.2 Cos[100 t])^2, {t, -Pi, Pi}]]

明らかなことだが、周期 T が短くなるほど振動数 v や角振動数 ω は大きくなり、

一方で波長は短くなる。ヒトの可聴域は（個人差もあるが）周波数 20Hzから 15KHz

程度（高々 20KHz）とされている。男性よりも女性の方が高音に敏感な傾向があり、

加齢により高音から聴きづらくなる。公衆電話回線では 300Hzから 3.4KHzの範囲

の音声を伝えることができる（電話の音が聴きづらくなったときは要注意だ）。

人による聴覚実験結果と記録に要するデータ量とを勘案して、CDでは理論的には

22,050Hzまでの音声が再現可能なように記録されている。音声は聴覚だけでなく肌

や骨に対する振動として体感される。聴こえないとされている超高音も音質に影響す

るとして、通常の CD 以上の高音域までも再生可能な記録方式を利用するハイエン

ド・オーディオが注目を浴びている。

時間的に連続な信号（アナログ信号という）を時間的に離散なデータとして記録

（サンプリングという）する場合、第 3.5節で紹介する再生される周波数の上限は標

本化定理によって定まる。実際にはデータのデジタル化には時間サンプリング化とも

う一段階、測定値の値に関するデータ量子化の過程が必要である。

2.2 Fourier級数の基本

2.2.1 Fourier級数の定義

定義 2.2 (Fourier係数と Fourier級数) 区間 [−π, π)上の関数 f(x)に対して

an = an(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx (2.1)

bn = bn(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx (2.2)

を第 n次 Fourier係数といい（n ≧ 0）、形式的級数

S[f ] =
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (2.3)

を f の Fourier級数と定義する。明らかに Fourier級数は周期 2πの周期関数である。

任意の有限区間 [−a, a)上の関数についても後ほど同様な定義を与える。
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Fourier級数論とは関数 f を三角関数を使った無限級数で近似しようとする試みで

ある。問題となるのは、Fourier係数の積分の意味や、どのようなときに S[f ]が収束

して元の関数 f(t)に一致するのかなどである。

Fourier級数の概念をさらに一般化して考えるのが関数の Fourier変換で、Fourier

解析の理論の基礎となっている。ここで考える f は Lebesgue 可積分関数を考える

のが本来なのであるが、簡単のために、定義区間 [a, b] 上で高々有限個の不連続点

a ≦ x1 < x2 < · · · < xN ≦ bを持ち極限

lim
ϵ→0

∫ x1−ϵ

a

∫ x2−ϵ

x1+ϵ

∫ x3−ϵ

x2+ϵ

· · ·
∫ b

xN+ϵ

|f(x)|dx < +∞

が存在する絶対 Riemann 可積分な関数 f を考察の対象としよう（絶対 Riemann

可積分な関数について成立するようなことは Lebesgue 可積分関数についても成立

する）。

実関数であっても、次のように複素形式で Fourier級数を考える場合が多い。

定義 2.3 (複素形式の Fourier級数) 区間 [−π, π) 上の実関数 f(x) に対して, 関数

f(x)の複素形 Fourier級数を

1√
2π

∞∑
n=−∞

fne
inx, (2.4)

その複素形 Fourier係数を

fn =
1√
2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx (2.5)

と定義する。

注意 2.4

fn =
an − ibn

2
, (n = 0,±1,±2, . . . )

とすると、

f−ne
−inx + fne

inx = an cosnx+ bn sinnx

であることに注意する。f が実関数のとき an, bn も実であるので、(2.4)は (2.3)に

一致する。また、a−n = an, b−n = bn であることから

f∗n = f−n (2.6)

の関係にある。
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演習 2.5 (2.6)を複素 Fourier係数の定義から直接示しなさい。

定理 2.6 (Fourier基底の直交性) 既に演習 1.36および演習 1.35で示したことを定

理として再掲しよう。

(1) 実 Fourier 基底
ß

1√
2π
,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

™
n∈N

は L2([−π, π]) の正規直交系で

ある：

1

π

∫ π

−π
cosnx cosmxdx =


1 n = m ̸= 0

2 n = m = 0

0 m ̸= n

,

1

π

∫ π

−π
sinnx sinmxdx =

®
0 m ̸= n

1 n = m ̸= 0
,

1

π

∫ π

−π
cosnx sinmxdx = 0.

(2) 複素 Fourier基底
ß

1√
2π

einx
™
n∈Z
は L2([−π, π])の正規直交系である：

1

2π

∫ π

−π
einxe−imx = δnm.

演習 2.7 この定理 2.6を証明しなさい。これらの正規直交系は完全である。

一様収束する次の関数

f(x) =
α0

2
+
∞∑

n=1

αn cosnx+ βn sinnx (2.7)

を考てみよう。f(x)と cosmxとの内積をとると

1

π

∫ π

−π
f(x) cosmxdx

=
α0

2π

∫ π

−π
cosmxdx+

∞∑
n=1

Å
αn

π

∫ π

−π
cosnx cosmxdx+

βn
π

∫ π

−π
sinnx cosmxdx

ã
= αm

同様にして

1

π

∫ π

−π
f(x) sinmxdx = βm
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が得られる。したがって、(2.7) の級数は Fourier 級数 (2.3) に一致することがわか

る。複素形式の一様収束級数
∑∞

n=−∞ γne
inx についても同様である。たたし、ここ

では、一様収束する級数では積分と総和の順序が入れ替え可能であることを使った。

一般の場合について、こうして定義される級数の収束性およびそれが f に一致するか

どうかは Fourier級数論の中心課題である。

注意 2.8 定理 1.41 や定理 1.61 の言葉をつかえば、関数 f の Fourier 係数は f の

Fouerie基底への直交射影（Fouerie基底との L2 内積）として求められるということ

である。

2.3 Dirac記法再訪

節 1.1.1で導入した Diracのブラケット記法を採用する意義を確認しておこう. 正

規直交基底の選出（節 1.3.4）でみたように、ベクトル空間 V の正規直交基底の選び

方にはいくらでも異なるものがとれるが、基底の「総数」はベクトル空間の次元に等

しくなっていることに注意しておく。

ある基底の組が選ばれているとすれば、基底を区別する添字（有限次元空間の場合

は 1, 2, . . . , n）だけで基底は区別できる。このとき、基底の組 {|j⟩}j=1,...,n が正規

直交

⟨k|j⟩ = δk,j

し、これらの基底がベクトル空間 V を張っている。このときと定理 1.61 が成り立

ち、式 (1.34)は今の場合は V 上の恒等演算子 ÎV として

ÎV =
n∑

j=1

|j⟩ ⟨j| (2.8)

のように書けるのだった。

形式的に V 内の任意の |f⟩に IV を左から作用させてみる。すると

|f⟩ = ÎV |f⟩ =
n∑

j=1

|j⟩ ⟨j|f⟩ (2.9)

が得られる。V 内の全ての |f⟩は n個の正規直交基底 |f⟩で展開され、その展開係数
⟨j|f⟩は |f⟩と基底 |j⟩との内積で与えられることを表している。
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2.3.1 可算個の基底 |n⟩による恒等演算子

定理 1.61は、このストーリーが関数空間のような完備な無限次元空間についても

成立していることを言っている。区間 [−π π]上の関数空間の基底関数として、演習

1.35（定理 2.6）で示した Fourier基底
einx√
2π
を使うことにする。このとき、直ちに内

積の直交性∫ π

−π

Å
eimx

√
2π

ã∗
einx√
2π
dx = δm,n

が確認できる。

これを Dirac 記法として次のように書くことを認めてみよう（この形式的説明で

は要請と考えてもよい）。

ケット |n⟩の位置表示 ⟨x|n⟩ = einx√
2π

(2.10)

位置ケット |x⟩とは、位置演算子 x̂に対して連続固有値 xをとる x̂ |x⟩ = x |x⟩の関
係をみたすケットである。内積共役性の式 (1.3)より、

⟨m|x⟩ = ⟨x|m⟩∗ (2.11)

であることに注意すると∫ π

−π
⟨m|x⟩ ⟨x|n⟩ dx = δm,n = ⟨m|n⟩ (2.12)

となる。

Fourier 基底を使って式 (2.8) と同様にして、可算個のケット |n⟩ を使って区間
[−π, π]上の完備な無限次元関数空間上の恒等演算子 Î は次のように書ける。

Î =
∞∑

n=−∞
|n⟩ ⟨n| (2.8′)

したがって、式 (2.9)に対応して

|f⟩ = Î |f⟩ =
∞∑

n=−∞
|j⟩ ⟨j|f⟩ (2.9′)
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と書くことができ、さらに式 (2.10)の書き方に注意すると、次の式が得られる。

⟨x|f⟩ = ⟨x|Î|f⟩ =
∞∑

n=−∞
⟨x|n⟩ ⟨n|f⟩ =

∞∑
n=−∞

einx√
2π
⟨n|f⟩ (2.13)

これは、式 (2.4)からわかるように、⟨n|f⟩ = fn とした Fourier級数になっている。

Fourier 係数 fn = ⟨n|f⟩ は Dirac 記法の内積として次の関係として書けていること

に注意しよう。

fn =

∫ π

−π

e−inx√
2π

f(x) dx =

∫ π

−π

e−inx√
2π
⟨x|f⟩ dx =

∫ π

−π
⟨n|x⟩ ⟨x|f⟩ dx = ⟨n|f⟩

(2.14)

2.3.2 連続濃度の位置ケット基底 |x⟩による恒等演算子

係数 ⟨n|f⟩の式 (2.14)および ⟨m|n⟩の式 (2.12)には重大な意味を見いだすことが

できる。区間 [−π, π]上の任意のケット |f⟩に対する恒等演算子 Î が、連続濃度の固

有値を持つ位置ケット |x⟩を使って

Î =

∫ π

−π
|x⟩ ⟨x| dx (2.15)

と書けるとしてみよう。式 (2.8′)とは異なり、‘総和’は離散和
∑
ではなく連続的積

分になっているとしても、形式的にはケット |x⟩を基底として扱われることにも注意
して欲しい。|x⟩を基底とするとき、その正規直交性 ⟨x′|x⟩とその役割が何かについ
ては後で議論しよう。

このとき、式 (2.14)の係数 ⟨n|f⟩は次のようにして自然に計算できることになる。

⟨n|f⟩ = ⟨n|Î|f⟩ =
∫ π

−π
⟨n|x⟩ ⟨x|f⟩ dx =

∫ π

−π

e−inx√
2π
⟨x|f⟩ dx =

∫ π

−π

e−inx√
2π

f(x) dx

(2.16)

さて、任意のケット |y⟩ について式 (2.15) の恒等演算子を使った等式 |y⟩ = Î |y⟩
は次のようになる。

|y⟩ = Î |y⟩ =
∫ π

−π
|x⟩ ⟨x|y⟩ dx (2.17)
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この式に現れる ⟨y|x⟩ はどんな役割があるのだろう。これを検討するには、ケット
|f⟩の y 表示、つまり ⟨y|f⟩を式 (2.15)の恒等演算子を使って計算してみるとよい。

|y|f⟩ = ⟨y| Î |f⟩ =
∫ π

−π
⟨y|x⟩ ⟨x|y⟩ dx =

∫ π

−π
⟨y|x⟩ f(x) dx (2.18)

式 (2.17)の ⟨x|y⟩や (2.18)の ⟨y|x⟩は、式 (2.15)の後に注意した基底 |x⟩の正規
直交性にかかわるもので、これを Dirac に倣って ⟨x|y⟩ = ⟨y|x⟩ ≡ δ(x − y) と書こ
う。δ(x) は節??で取り上げる Dirac のデルタ関数である。式 (2.18) を Dirac のデ

ルタ関数を使ってもう一度書いておこう。積分範囲は区間 (−∞,∞)で

f(y) =

∫
δ(x− y)f(x) dx (2.18′)

Diracのデルタ関数は関数空間から数（実数または複素数）を与える連続な線形写像、

つまり汎関数（functional）である。δ(x− y)は関数 f(x)を値 f(y)に積分を通じて

対応させている点を確認しておこう。

Dirac は量子力学の定式化において、連続濃度の固有値を取る位置ケット |x⟩ の
正規直交性の問題、つまり位置演算子 x̂の固有値が連続値 xとなるような固有ケッ

ト |x⟩ が x̂ |x⟩x |x⟩）の正規直交性の問題に直面した。位置演算子について、異な
る固有値 y, x(x ̸= y) を持つ固有ケット |y⟩ と |x⟩ は直交 ⟨y|x⟩ = 0 し、しかもノ

ルム ∥x∥ = 1 となるように規格化する必要があった。そこで次の性質を持つ ‘関

数’δ(x− y) = ⟨y|x⟩ = ⟨x|y⟩を導入すればよいことに気づいたのである [11]。

δ(x− y) =
®
0 if x ̸= y

∞ if x = y
,

∫
δ(x− y) dx = 1

ひとたび、⟨x|y⟩ = δ(x − y)と考えることにすれば、ケット |f⟩の位置表示 ⟨x|f⟩
は式 (2.15)を使って

⟨x|f⟩ = ⟨x|Î|f⟩ =
∫
⟨x|x′⟩ ⟨x′|f⟩ dx =

∫
δ(x− x′)f(x′) dx = f(x)

となることが確認できる。つまり、関数 f(x)とはケット |f⟩の位置表示 ⟨x|f⟩で
あること、もっと正確にいうと、固有値 xを持つ固有ケット |x⟩によるケット |f⟩の
位置 xでの値 f(x)であることがわかる。この意味でケット |f⟩と関数 f(x)とを混

用して使っても構わないということである。以下では、誤解のない限りこれらを適宜

混用する。
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2.3.3 Diracの櫛

複素形式の関数 f(x)の Fourier級数の定義 2.3は、区間 [−π, π]上の完備正規直交
関数系 {⟨x|n⟩}n∈Z を使って、自然に定義されることが分かった。
関数 f(x)が Fourier級数で表されるということは次のように導かれる。

f(x) = ⟨x|f⟩ = ⟨x|Î|f⟩

=
∞∑

n=−∞
⟨x|n⟩ ⟨n|f⟩ =

∞∑
n=−∞

einx√
2π
⟨n|f⟩ =

∞∑
n=−∞

fn
einx√
2π

=
∞∑

n=−∞

einx√
2π
⟨n|Î|f⟩ =

∞∑
n=−∞

einx√
2π

∫ π

−π
⟨n|y⟩ ⟨y|f⟩ dynonumber

(2.19)

=
∞∑

n=−∞

∫ π

−π

einx√
2π
f(y)

e−iny√
2π

dy (2.20)

ここで総和と積分の順序を交換できる関数であれば、

f(x) =

∫ π

−π

( ∞∑
n=−∞

ein(x−y)√
2π

)
f(y) dy (2.21)

式 (2.20) は周期 2π を持つ周期関数として、区間 [−π, π] から全区間に拡大できる。
したがって、次が成立している。

f(x+ 2πi) =

∫ π

−π

( ∞∑
n=−∞

ein(x−y)√
2π

)
f(y) dy (2.22)

この等式は関数 f(y)の f(x+ 2πi)の値を与えていると見なしてデルタ関数に関連付

けることができ、次式が成立している。

∞∑
n=−∞

ein(x−y)√
2π

=
∞∑

k=−∞

δ(x− y − 2πk) (2.23)

すなわち、

∞∑
n=−∞

einx√
2π

=
1

2π

[
1 + 2

∞∑
n=1

cosnx

]
=

∞∑
k=−∞

δ(x− 2πk) (2.24)
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この関係式をDiracの櫛（Dira comb）という。全区間にわたり 2πk でだけ無限大

値をとるようにデルタ関数が並んでいるとみなしている。

2.3.4 区間の拡張

f(x) を周期 2a の関数 f(x) = f(x + 2a) とすると、f(at/π) = f(at/π + 2a) =

f(a(t + 2π)/π) に注意すれば、g(t) = f(at/π) は t について区間 [−π, π) 上の周期
2π の関数となる。g(t)の Fourier級数を

S[g] =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kt+ bk sin kt

とする。ここで t = πx/aとおいて、次の定義が得られる。

定義 2.9 (区間 [−a, a)上の Fourier級数) f(x)を区間 [−a, a)上の関数とする。f
の Fourier級数を

S[f ] =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
πk

a
x+ bk sin

πk

a
x, (2.25)

その Fourier係数を

ak =
1

a

∫ a

−a
f(x) cos

πk

a
x dx, k ≧ 0 (2.26)

bk =
1

a

∫ a

−a
f(x) sin

πk

a
x dx (2.27)

で定義する。この Fourier級数は周期 2aの周期関数である。

(2.25)の複素形を

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
fn

eiπnx/a√
2a

, (2.28)

その複素係数は

fn =

∫ a

−a
f(x)

e−iπnx/a√
2a

dx (2.29)

で定義する。
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次に区間 [0, a]上で定義されている関数 f(x)を区間 [−a, a)の関数に拡張すること
を考えてみよう。これには偶拡張 (even extension)fev と奇拡張 (odd extension)fod

の２つの方法がある（図 2.4参照）。

偶拡張 区間 [0, a]上の関数 f(x)を区間 [−a, a)上の偶関数 fev(x)に次のようにし

て拡張する：

fev(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < a

f(−x) −a ≦ x < 0

奇拡張 区間 [0, a]上の関数 f(x)を区間 [−a, a)上の奇関数 fod(x)に次のようにし

て拡張する：

fod(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < a

−f(−x) −a ≦ x < 0

(a) (b)

図 2.4 区間 [0, a)上の関数 f(x)の偶関数拡張 (a)および奇関数拡張 (b)

定理 2.10 区間 [0, a)上で定義された関数 f(x)が与えられている。

(1) 区間 [−a, a) へ偶拡張した関数 fev(x) の区間 [−a, a) における Fourier 級数

は、次のように定数と余弦関数だけからなる：

S[fev] =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
kπx

a
,

ak =
2

a

∫ a

0

f(x) cos
kπx

a
dx, k ≧ 0.
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(2) 区間 [−a, a) へ奇拡張した関数 fod(x) の区間 [−a, a) における Fourier 級数

は、次のように正弦関数だけからなる：

S[fod] =
∞∑
k=1

bk sin
kπx

a
,

bk =
2

a

∫ a

0

f(x) sin
kπx

a
dx

演習 2.11 定理 2.10を示しなさい。

区間 [a, b) で定義された関数はいつでも、f(b) = f(a) であるように R 上の周期
b− aの周期関数に拡張することができる（図 2.5）。これを関数の周期拡張 (periodic

extension)という。ただし、周期 b− aは周期拡張した関数の最小周期であるとは限
らない。

図 2.5 区間 [a, b)上の関数 f(x)の周期拡張

節 2.6.1で見るようにように、区間 [0, a]で定義された関数を [−a, a)上の偶関数拡
張または奇関数拡張し、区間 [−a, a)をさらに周期拡張することはいつでも可能だ。
したがって、区間 [−a, a)で定義された任意の関数は、自然に周期 2aを持つ R上
の周期関数 f(x) = f(x+ 2a)と見なすことができる。その場合、(2.26)や (2.27)の

Fourier 係数をさだめる積分計算においては、つぎの補題のように幅 2a の任意の積

分区間で計算できる。

補題 2.12 F (x)が周期 2aをもつ可積な周期関数とする。cを任意の実数について∫ a

−a
F (x) dx =

∫ a+c

−a+c

F (x) dx

証明 F が周期 2aであることと変数 xを x′ − 2aに取り替えると、∫ −a+c

−a
F (x) dx =

∫ a+c

a

F (x′) dx′
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に注意する。∫ a+c

−a+c

F (x) dx =

∫ a+c

−a
−
∫ −a+c

−a
F (x) dx =

∫ a+c

−a
+

∫ a

a+c

F (x) dx

=

∫ a

−a
F (x) dx

■

2.3.5 Fourier係数の性質

簡単のために関数 f と g は周期 2aの周期関数とする。f(x)や g(x)の Fourier係

数は複素表示で、(2.28)および (2.29)より

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
fn

eiπnx/a√
2a

, fn =

∫ a

−a
f(x)

e−iπnx/a√
2a

dx

などと表される。

定義 2.13 (たたみこみ) 周期 2aの周期関数 f と gのたたみ込み (convolution) f ∗g
を

(f ∗ g)(x) =
∫ a

−a
f(x− y)g(y) dy =

∫ a

−a
f(y)g(x− y) dy (2.30)

で定義する。（因子 1
2a を掛けてたたみ込みとする定義もある。ここでは R上の一般

の関数に対するたたみ込みに倣って、上の式を採用した。)

定理 2.14 (Fourier係数の性質) f と g を周期 2aの可積分関数、α, β ∈ Cとする
とき、

(i) (αf + βg)n = αfn + βgn,

(ii) (f ∗ g)n = 2afn · gn,
(iii) |fn| ≤ ∥f∥1,

ただし、∥f∥1 = 1
2a

∫ a

−a |f(x)|dx.
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証明 (i) は Fourier係数の定義からあきらか。(ii)を示す。

(f ∗ g)n =
1

2a

∫ a

−a
(f ∗ g)(x)e−iπnx/a dx

=
1

2a

∫ a

−a

Å∫ a

−a
f(x− y)e−iπn(x−y)/ag(y)e−iπny/a dy

ã
dx

= 2a · 1

2a

∫ a

−a
g(y)e−iπny/a dy · 1

2a

∫ a

−a
f(x− y)e−iπn(x−y)/a dx = 2agn · fn.

(iii)は次から明らか。

|fn| ≦
1

2a

∫ a

−a
|f(x)e−iπnx/a| dx =

1

2a

∫ a

−a
|f(x)| dx.

■

2.4 Dirichlet核

Fourier級数の収束性の議論などでしばしば重要な役割を果たす表式Dirichlet核

(Dirichlet kernel)を導入しておこう。

定義 2.15 (Dirichlet核) 周期 T の Dirichlet核を

DN (x, T ) =
sin
(
2N + 1)

π

T
x
)

T sin
π

T
x

(2.31)

で定義し、特に T = 2π の場合（図 2.6）は

DN (x) =

sin

Å
N +

1

2

ã
x

2π sin
x

2

(2.32)

と書くことにする。

命題 2.16 (Dirichlet核の級数表示)

DN (x) =
1

π

(
1

2
+

N∑
n=1

cosnx

)
=

1

2π

N∑
n=−N

einx. (2.33)
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図 2.6 周期 T = 2π, N = 5の Dirichlet核 DN (x)のグラフ

証明 Eulerの関係式 eikx = cos kx + i sin kxより、右側の等式は次から明らか

である。

N∑
n=−N

einx = 1 +
N∑

n=1

(einx + e−inx) = 1 + 2
N∑

n=1

cosnx

さて、∀z ∈ Cについて

N∑
n=0

zn =
1− zN+1

1− z

であることを思いおこそう。これから

1 + 2
N∑

n=1

zn =
1 + z − 2zN+1

1− z

と書ける。z = eix とおいて、右辺の分母分子に e−ix/2 をかけると

1 + 2
N∑

n=1

einx =
cos x

2 −
[
cos
(
N + 1

2

)
x+ i sin

(
N + 1

2

)
x
]

−i sin x
2

.

両辺の実部をとって結果を得る。 ■
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注意 2.17 上の最終式で、両辺の虚部を共役 Dirichlet核 D̃N (x)といい

D̃N (x) =
cos 2

x − cos
(
N + 1

2

)
x

sin x
2

= 2
N∑

n=1

sinnx =
N∑

n=−N
−i sign(n)einx

である。ここで、sign(·)は x ∈ Cについて

sign(z) =

®
z/|z| (z ̸= 0)

0 (z = 0)
.

演習 2.18

DN (x, T ) =
1

T

N∑
n=−N

ei
2πn
T x =

1

T

(
1 + 2

N∑
n=1

cos
2πn

T
x

)

を示しなさい。

演習 2.19∫ T/2

−T/2

DN (x, T ) dx = 1 (2.34)

を示しなさい。

2.5 積分正弦関数

Fourier級数論で Dirichlet核 DN (x)と共に基本的役割を果たす関数に、積分正弦

関数 (sine integral) Si(x)がある。

Si(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt, 0 ≦ x <∞

= x− x3

18
+

x5

600
− x7

35280
+

x9

3265920
+ · · ·

Si(x)は、不連続分岐を持たない整関数である（図 2.7）。
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図 2.7 積分正弦関数 Si(x)のグラフ

演習 2.20 上で与えた Si(x) のベキ級数展開を sin t
t の展開を使って自ら計算しな

さい。

演習 2.21 Mathematica の組み込み関数 SinIntegral[ ] を使って、積分正弦関

数のグラフを描きなさい。また、関数 Series[f[x], {x, a, n}] は関数 f(x の

x = aに関する (x − a)n 次までのベキ級数を作成する。これを使って積分正弦関数
の級数展開をいくつか求めて、先の演習結果と比べてみなさい。

定理 2.22 (積分正弦関数の性質)

(i) Si(x)は π, 3π, 5π, . . . で局所極大値、2π, 4π, 6π, . . . で局所極小値をとる。

(ii) Si(0) = 0.

(iii) 広義積分 limx→∞ Si(x)を持ち、Si(∞) = π
2 = 1.5708.

(iv) 0 ≦ xについて、Si(x) ≦ Si(π) = 1.85194

証明 (i) dSi(x)/dx = sinx/x = 0を満たす xを求めることによって明らか。

(ii) 定義から明らか。

(iii) 実際、0 < a < b < +∞に対して∣∣∣∣∣
∫ b

a

sin t

t
dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ï
−cos t

t

òb
a

−
∫ b

a

cos t

t2

∣∣∣∣∣ ≦ 1

a
+

1

b
+

∫ b

a

dt

t2
=

1

a
+

1

b
− 1

b
+

1

a
=

2

a

この不等式の右辺は a → ∞で 0となるため、広義積分 Si(∞)は Cauchyの収束条

件を満たして収束する。ただし、絶対収束はしない。実際、∫ (n+1)π

nπ

| sin t|
t

dt =

∫ π

0

sin t

t+ nπ
dt >

1

(n+ 1)π

∫ π

0

sin t dt =
2

(n+ 1)π
>

2

π

∫ n+2

n+1

dt

t
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に注意すると、∫ nπ

0

| sin t|
t

dt >
2

π

∫ n+1

1

dt

t
=

2

π
log(n+ 1)→ +∞, n→∞

であるので発散し、絶対収束しないことがわかる。

後出の補題 2.28 では漸近評価によって同じ結果を示すことになるが、d(x) =
1

sin x
2

− 2

x
（x = 0 で d(0) = 0 と定義しておく）は区間 [0, π] で連続であるので

Riemann-Lebesgueの補題 2.32から

lim
n→∞

∫ π

0

Å
1

sin(t/2)
− 2

t

ã
sin(n+

1

2
)t dt = 0.

したがって、

Si(∞) = lim
n→∞

∫ (n+ 1
2 )π

0

sin t

t
dt = lim

n→∞

∫ π

0

sin(n+ 1
2 )t

t
dt

上の Riemann-Lebesgueの補題の結果より

= lim
n→∞

1

2

∫ π

0

sin(n+ 1
2 )t

sin t
2

dt

= lim
n→∞

π

2

∫ π

0

Dn(t) dt =
π

2

によって目的の結果を得る。Dn(x)はDirichlet核で、積分式 (2.34)の結果を使った。

[Si(∞)の値を求める別法] 上記の計算は直感的でなく、面倒に思われるかもしれな

い。Fourier変換の理論を使うと「楽に」計算することができる（演習 3.4）。

区間 [−1, 1]上で 1、それ以外では 0の関数 f(x) = χ[−1,1](x)を

f(x) =

®
1 −1 ≦ x ≦ 1

0 それ以外

で定義する。f(x) は偶関数であることに注意して、f の Fourier 変換 f̂(λ) を計算

する。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλtdt =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t) cosλt dt

=

…
2

π

sinλ

λ
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Fourier逆変換の公式

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλx dλ

を使うと

f(0) = 1 =
1√
2π
·
…

2

π

∫ ∞
−∞

sinλ

λ
dλ,

すなわち∫ ∞
−∞

sinλ

λ
dλ = 2 · Si(∞) = π.

(iv) 0 ≦ 2kπ < t < (2k + 1)π に対して sin t/t > 0 および 0 < (2k + 1)π < t <

(2k + 2)π に対して sin t/t < 0に注意すると、

Si ((n+ 1)π)− Si(nπ) =

∫ (n+1)π

nπ

sin t

t
dt, n ≥ 0

は nごとに符号を変え、n→∞でその差は小さくなる（図 2.7)。したがって、性質

(i)とを併せると 0 ≦ xについて、Si(x) ≦ Si(π)である。Si(π)の値はベキ級数から

計算できる。 ■

2.6 Fourier級数の計算

Fourier級数が収束したり元の関数 f に一致するかは主な関心の一つとなるのであ

るが、ともあれ形式的にせよ Fourier級数を計算することは重要である。

2.6.1 連続三角波

区間 [0, π)上の三角波関数を次で定義する：

f(x) =

®
x 0 ≦ x < π/2

π − x π/2 ≦ x < π
(2.35)

この関数を区間 [−π, π) に偶関数拡張および奇関数拡張して連続関数（ただし、C1

級ではない）を得る。これを連続三角波とし、その Fourier級数を求めてみよう。



2.6 Fourier級数の計算 59

偶関数拡張 区間 [−π, π)へ

fev(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < π

f(−x) −π ≦ x < 0

と偶関数拡張する（図 2.8）。

図 2.8 区間 [0, π)上の三角波の [−π, π)への偶関数拡張

定理 2.10より、fev の区間 [−π, π)における Fourier級数は余弦関数だけを含

み、その Fourier係数は f(x)を使って次のように計算できる。

a0 =
2

π

∫ π

0

f(x) dx =
π

2

aj =
2

π

∫ π

0

f(x) cos jx dx =
2

π

∫ π
2

0

x cos jx dx+
2

π

∫ π

π
2

(π − x) cos jx dx

=
4 cos jπ/2− 2 cos jπ − 2

πj2
, j ≧ 1

この結果から、a0 以外の Fourier 余弦係数は a4k+2 だけが非零となることが

わかり

a4k+2 = − 2

π(2k + 1)2
, k ≧ 0,

と表される。したがって、偶関数拡張された連続三角関数の Fourier級数は次

のように表される：

S[fev] =
a0
2
− 2

π

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos(4k + 2)x.
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偶関数拡張 fev としたとき、その最初の N 次近似 SN (x)は次のようになる。

S2(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π

S6(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π
− 2 cos 6x

9π

S10(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π
− 2 cos 6x

9π
− 2 cos 10x

25π

S14(x) =
π

4
− 2 cos 2x

π
− 2 cos 6x

9π
− 2 cos 10x

25π
− 2 cos 14x

49π

これらの関数のグラフを区間 [−π, π)で表示したのが図 2.9である。

図 2.9 区間 [0, π) 上の三角波 f(x) を [−π, π] 上の偶関数 fev に拡張し、その第

2,6,10,14次（k = 0, 1, 2, 3）の Fourier余弦級数 SN (x)で近似した様子。fev は

区間 [−π, π)の両側に偶関数として周期 2π で広がっていることに注意。

奇関数拡張 区間 [−π, π)へ

fod(x) =

®
f(x) 0 ≦ x < π

−f(−x) −π ≦ x < 0

と奇関数拡張する（図 2.10）。
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図 2.10 区間 [0, π)上の三角波の [−π, π)への奇関数拡張

定理 2.10より、fod の区間 [−π, π)における Fourier級数は正弦関数だけを含み、そ

の Fourier正弦係数は f(x)を使って次のように計算できる。

bj =
2

π

∫ π

0

f(x) sin jπ =
4 sin jπ/2

πj2

=

0 j = 2m,
4(−1)m

π(2m+ 1)2
j = 2m+ 1, m = 0, 1, 2, . . .

.

と表される。したがって、奇関数拡張された連続三角関数の Fourier級数は次のよう

に表される：

S[fod] =
∞∑

m=0

4(−1)m

π(2m+ 1)2
sin(2m+ 1)x.

奇関数拡張 fod としたとき、最初の N 次近似 SN (x)は次のようになる。

S1(x) =
4 sinx

π
,

S3(x) =
4 sinx

π
− 4 sin 3x

9π
,

S5(x) =
4 sinx

π
− 4 sin 3x

9π
+

4 sin 5x

25π
,

S7(x) =
4 sinx

π
− 4 sin 3x

9π
+

4 sin 5x

25π
− 4 sin 7x

49π
.

これらの関数のグラフを区間 [−π, π)で表示したのが図 2.11である。
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図 2.11 区間 [0, π)上の三角波 f(x)を [−π, π]上の奇関数 fod に拡張し、その第

1,3,5,7次の Fourier正弦級数 SN (x)で近似した様子。fod は区間 [−π, π)の両側
に奇関数として周期 2π で広がっていることに注意。

演習 2.23 上記の連続三角波の偶および奇関数拡張の Fourier級数展開を実際に計算

してみなさい。さらに、Mathematica などを使って Fourier 有限和の関数のグラフ

を描いてみなさい。

（ヒント）区間 [0, π)上の上の連続三角波を

f[x_] := Piecewise[{{x, 0 <= x && x <= Pi/2}, {Pi - x, Pi/2 < x <= Pi}}]

で表すと、偶関数および奇関数拡張は次のようになる：

fe[x_] := Piecewise[{{x+Pi, -Pi <= x && x < -Pi/2},

{-x, -Pi/2 < x && x < 0}, {x, 0 <= x && x <= Pi/2},

{Pi-x, Pi/2 < x <= Pi}}]

fo[x_] := Piecewise[{{-x-Pi, -Pi < +x && x < -Pi/2},

{x, -Pi/2 <= x && x <= Pi/2}, {Pi-x, Pi/2 < x <= Pi}}]

n 次 Fourier 余弦級数および n 次 Fourier 正弦級数を与える関数を次のように定義

する：

fc[x_, n_] := FourierCosSeries[f[x], x, n]

fs[x_, n_] := FourierSinSeries[f[x], x, n]
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図 2.9の第 2,6,10,14次（k = 0, 1, 2, 3）の Fourier余弦級数の区間 [−π, π]でのグラ
フはそれぞれの次数の関数を求めてから、まとめて次のように表示した。

Plot[{fc2[x], fc6[x], fc10[x], fc14[x]}, {x, -Pi, Pi}]

2.7 不連続関数の Fourier級数

不連続点をもつような関数の Fourier級数を考えてみよう。

2.7.1 Haar Scaling関数もどきの Fourier級数

例 1.48の Haar scaling関数は実数上で定義された関数であるが、区間 [−2, 2)上
で定義された関数

f(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 −2 ≦ x < 0, 1 ≦ x < 2

を考えよう。この関数は偶関数でも奇関数でもなく、x = 1で不連続性を持つ。

a0 =
1

2

∫ 2

−2
f(t) dt =

1

2

∫ 1

0

1 dt =
1

2
,

an =
1

2

∫ 2

−2
f(t) cos

nπt

2
dt =

1

2

∫ 1

0

cos
nπt

2
dt =

sinnπ/2

nπ

=
(−1)k

(2k + 1)π
, (n = 2k + 1).

同様にして、

bn =
1

2

∫ 2

−2
f(t) sin

nπt

2
dt =

1

2

∫ 1

0

sin
nπt

2
dt =

1− cosnπ/2

nπ

=


0 n = 4k,

1
(4k+1)π n = 4k + 1,

1
(2k+1)π n = 4k + 2,

1
(4k+3)π n = 4k + 3.

したがって、これらの係数を使って

S[f ] =
a0
2

+
∑
n=0

an cos
nπx

2
+ bn sin

nπx

2
.
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演習 2.24 上記の Haar scaling関数もどききを修正して、区間 [−1, 1)の関数

f(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 −1 ≦ x < 0

とした場合、この Fourier級数を計算しなさい。

2.7.2 矩形波

区間 [−π, π)で定義される奇関数

f(x) =

®
1 0 ≦ x < π

−1 −π ≦ x < 0
(2.36)

を周期 2π で周期拡張して矩形波 (square wave)または方形波という。

奇関数であるので、定理 2.10より Fourier正弦級数を持つ。

bn =
1

π

∫ π

−π
f(t) sinnt dt =

1

π

Ç
−
∫ 0

−π
+

∫ π

0

å
sinnt dt =

2

π

∫ π

0

sinnt dt =
2

π

1− cosπn

n

=

0 n = 2k
4

(2k + 1)π
n = 2k + 1

.

したがって、

S[f ] =
∞∑
k=0

4

(2k + 1)π
sin(2k + 1)x (2.37)

となる。11次の項までの有限和は次のようである。

SN=11[f ] =
4 sinx

π
+

4 sin 3x

3π
+

4 sin 5x

5π
+

4 sin 7x

7π
+

4 sin 9x

9π
+

4 sin 11x

11π

周期拡張した場合、方形波の不連続点 . . . , π, 0, π, . . . での Fourier級数値は明らかに

厳密に 0となるが、この値 0 は

lim
ϵ→0

1

2
(f(0− ϵ) + f(0 + ϵ)) =

1

2
(f(0+) + f(0−))

であることに注意しよう。この事実は、不連続点を持つ関数の各点収束についての示

唆を与えている。
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さらに、図 2.12(a)は、Fourier級数のN 次有限和 SN (x)をN = 3, 5, 7, 9, 11とし

た関数を重ねたグラフで、N を大きくすると連続区間では部分級数が一様収束してい

るように観察できる。しかしながら、不連続点近傍では収束は一様でなく、しかも近

似次数 N をいくら大きくしても有限和である限り、有意な誤差を生ずる範囲の広が

り（ギャップ幅）は狭くなっていくものの、元の関数値 f(x)からの誤差（overshoot

という）の大きさは一定値以下にはならないことが観察できる（図 2.12(b)参照）。こ

の現象をGibbs現象 (Gibbs phenomena)という。

(a) (b)

図 2.12 (a) 区間 [−π, π)で定義された方形波の Fourier級数のN = 3, 5, 7, 9, 11

次まで有限和関数 SN (x) の区間 [−4, 4] でのグラフ。 (b) 有限和関数 S61(x) の

グラフ。−π, 0, π での不連続点以外の連続な定数区間は次数 N を大きくすると

誤差の広がりは減少して定数 -1 および 1 に収束していくことが期待できる。しか

しながら、不連続点の近傍では近似次数 N を上げたとしても有限和である限り、

overshootの大きさは小さくならず、Gibbs現象が観察される。

演習 2.25 Mathematica をつかって、周期区間 [−π, π) の矩形波の Fourier 級数の

有限和 SN (x)のグラフを描いてみなさい。また、N を大きくしても overshotがなく

ならないことを観察してみなさい。

（ヒント）

f[x_] := Piecewise[{{-1, -Pi <= x && x < 0}, {1, 0 <= x && x < Pi}}](* 矩
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形波の定義 *)

fs[x_, n_] := FourierSinSeries[f[x], x, n] (* n次 Fourier Sine

級数を返す関数 *)

f3[x_] = fs[x, 3];

f5[x_] = fs[x, 5];

f7[x_] = fs[x, 7];

f9[x_] = fs[x, 9];

f11[x_] = fs[x, 11];

Plot[{f[x], f3[x], f5[x], f7[x], f9[x], f11[x]}, {x, -4, 4}] (* 近

似部分級数を重ねてプロット *)

一般に矩形波を周期区間 [0, T )で

fT (x) =

®
1 0 ≦ x < T/2

0 T/2 ≦ x < T

と定義した場合、その Fourir係数は次のようになる。

a0 = 1,

an = 0, (n ̸= 0),

bn =

0, n = 2k
2

πn
, n = 2k + 1

.

これより、Fourier級数は

S[fT ] =
1

2
+

2

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin

2π(2k + 1)

T
x

となる。

演習 2.26 fT (x)の Fourier級数を実際に計算してみなさい。

（ヒント）補題 2.12 に注意して、周期 2a を持つ関数の Fourier 係数の (2.26) と

(2.27)を使う（a = T/2）。

2.7.3 のこぎり波

区間 [−π, π)上の関数

f(x) = x, −π ≦ x < π (2.38)
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を周期拡張して、{±(2k + 1)π}k=0,1,... に不連続点をもつ周期関数をのこぎり波

(sawtooth wave) といおう。のこぎり波は奇関数であるので Fourier 正弦級数を

持つ。

bn =
2

π

∫ π

0

x sinnt dt =
2 cosnπ

n

=
2(−1)n+1

n
(2.39)

これより、Fourier級数として次を得る（図 2.13）。

S[f ] =
∞∑

n=1

2(−1)n+1

n
sinnx

図 2.13 区間 [−π, π) で定義されたのこぎり波の Fourier 級数の 60 次有限和

SN=60[f ]で近似した関数の区間 [−4, 4]でのグラフ。図 2.12と同様に、不連続点

−π, π の近傍では近似次数に関わらず有限和の範囲では誤差の大きさは小さくなら
ず overshootを持つ Gibbs現象が観察される。

演習 2.27 Mathematica をつかって、周期区間 [−π, π) ののこぎり波の Fourier 級

数の有限和 SN=60[f ]のグラフ図 2.13を描いてみなさい。



68 第 2章 Fourier級数

2.8 Gibbs現象の解析

次の周期 2π の奇関数に周期拡張できる [−π, π)上の原点で不連続な逆のこぎり関
数*1

f(x) =

®
π − x 0 ≦ x < π

−π − x π ≦ x < 0
(2.40)

を考え（図 2.14）、Gibbs現象を具体的にを評価してみよう。節 2.4の Dirichlet核の

漸近評価や節 2.5の積分正弦関数を使う例になっている。

図 2.14 区間 [−π, π) 上の x = 0 で不連続点を持つ逆のこぎり関数。奇関数で、

{2πn}n=0,±1,±2,... に不連続点を持つ周期 2π の周期関数逆のこぎり波に拡張で

きる。

f は奇関数であることから、Fourier係数は正弦係数 bk だけを持ち

bk =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx, dx =
2

π

∫ π

0

(π − x) sin kx dx

=
2

k

となる。したがって、f の Fourier級数はつぎのようになる：

S[f ] = 2
∞∑
k=1

sin kx

k

*1 逆のこぎり波というのは、のこぎり波と原点を通過する傾きが逆であるからという理由に過ぎない。
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Dirichlet核の (2.33)から、N 項までの Fourier級数の部分和 SN (x)の微分は

S′N (x) = 2πDN (x)− 1

となることに注意すると

SN (x) =

∫ x

0

(2πDN (t)− 1) dt =

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

sin t
2

dt− x

と表される。

さて、区間 [0, π)上で部分和 SN (x)と f(x)との差を gN (x)とすると

gN (x) = SN (x)− (π − x) = 2π

∫ x

0

DN (t) dt− π

である。g′N (x) = 2πDN (x)に注意すると、gN (x)の極値集合 { µN | g′N (µN ) = 0 }
において x = 0の右側にある最初の極値は

µ1
N =

π

N + 1
2

である。limN→∞N · µ1
N = π であることに注意しておく。

以下では、十分大きなN における f(x)からの overshoot gN (x)で、特に x→ 0+

に向かうときの値、たとえば gN (µ1
N )を求めることを目的としよう。

補題 2.28∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

sin t
2

dt = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt+O

Å
1

N

ã
, N →∞.

証明 既に、この関係は積分正弦関数の性質を述べた定理 2.22 の証明の中で、

Riemann-Lebesgue の補題を使って証明している。d(x) =
1

sin x
2

− 2

x
とおいて

（d(0) = 0と定める）、区間 [0, π)で d(x)は C1 級の関数であることから、部分積分

を使って、∫ x

0

d(x) sin

Å
N +

1

2

ã
t dt = O

Å
1

N

ã
, N →∞
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を得る。心配なら、|x| < π に対する Bernoulli数 Bn
*2 を使ったベキ級数展開

x

sinx
= 1 +

∞∑
n=1

(22n − 2)Bnx
2n

(2n)!
,

から、形式的に次の級数が得られる：

d(x) =
∞∑

n=1

(22n − 2)Bn

(
x
2

)2n−1
(2n)!

=
1

6
· x
2
+

7

360

(x
2

)3
+

31

15120

(x
2

)5
+ . . .

これから d(0) = 0であることが確かめられ、部分積分を具体的に実行できる。 ■

したがって、部分和の漸近形は

SN (x) = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− x+O

Å
1

N

ã
, N →∞.

と書くことができて、次の補題を得る。

補題 2.29 N →∞で SN (x)は区間 (0, π)で f(x)に収束する：

lim
N→∞

SN (x) = f(x), 0 < x < π.

証明

lim
N→∞

SN (x) = lim
N→∞

2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− x = lim

N→∞

N + 1
2

N

∫ (N+ 1
2 )x

0

sin t

t
dt− x

= 2

∫ ∞
0

sin t

t
dt− x = 2 · Si(∞)− x

Si(x)は節 2.5（55ページ）で取り上げた積分正弦関数で、Si(∞) = π
2 を使って結果

を得る。 ■

*2 Bernoulli数 Bn は

Bn =
2(2n)!

(2π)2n

∞∑
r=1

1

r2n
=

(2n)!

(22n−1 − 1)π2n

∞∑
r=1

(−1)r−1

r2n
=

2(2n)!

(22n − 1)π2n

∞∑
r=0

1

(2r + 1)2n

で定義される. Bn はすべて正の有理数で、分母は p− 1が 2nの約数となるような素数 pの積であ
る。B1 = 1/6, B2 = 1/30, B3 = 1/42, B4 = 1/30, B5 = 5/66, B6 = 691/2730, B7 = 7/6,

B8 = 3617/510, B9 = 43867/798などである。
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さて、問題としている x→ 0+での gN (x)の挙動を調べて、overshoot gN (xN )の値

を求めてみよう。gN (x)の漸近形

gN (x) = SN (x)− (π−x) = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt−π+O

Å
1

N

ã
, N →∞.

において、補題 2.28の議論から次のことが明らかになった：

sup
0≦x<π

gN (x) = 2 sup
0≦t<∞

Si(t)− π +O
Å
1

N

ã
, N →∞.

これより、定理 2.22の積分正弦関数の性質 (iv)を使って

lim
N→∞

sup
0≦x<π

gN (x) = 2 · Si(π)− π = 0.562281

がわかった。このことは、以下のようにしてさらに精密化できる。

N →∞を N · xN = π であるように極限を取ると、次のようにして xN → 0+で

の overshoot gN (xN )を求めることができる（図 2.15）。

lim
N→∞

N ·xN=π

gN (x) = 2

∫ x

0

sin
(
N + 1

2

)
t

t
dt− π

= 2

∫ π

0

sin t

t
dt− π

= 2 · Si(π)− π = 0.562281

したがって、この結果は先に注意したように x = 0の右側にある gN (x)の最初の極

値 µ1
N（limN→∞N · µ1

N = π を満たしている）における f(x)からの overshootが最

大であることを示している。
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図 2.15 逆のこぎり波の Fourier 級数の有限和 SN=60[f ] のグラフ。N をいくら

大きくしても有限和 SN であるかぎり、x = 0の近傍で Gibbs現象が生じている。

元の関数値からの揺らぎは x = 0 の右側（左側）にある最初の局所極大値（極小

値）が最大の overshootであることがわかる。

以上の議論をまとめると次の定理を得る。

定理 2.30 (逆のこぎり波のGibbs現象) (2.40) で定義される区間 [−π, π) 上の逆
のこぎり波 f の Fourier級数の N 次有限和 SN (x)を考え、元の関数値 f(x)からの

overshoot関数を gN (x) = SN (x)− f(x)と定義する。このとき次がなりたつ。

(i) 区間 (0, π)で limN→∞ SN (x) = f(x).

(ii) 有限和 SN である限り、どんな大きな N であっても overshootは残る。ただ

し、overshoot幅は N が大きくなるほど狭くなる。

(iii) limN→∞ gN (x) = 2 · Si(π)− π, 0 ≦ x < π.

(iv) 不連続点に向かう x → 0+ において overshoot は lim N→∞
N ·xN=π

gN (xN ) =

2 · Si(π)− π = 0.562281

演習 2.31 Mathematicaで、図 2.15の Gibbs現象を呈するグラフを描きなさい。
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2.9 Fourier級数の収束性

2.9.1 Fourier級数の L2 収束性

節 2.8の Gibbs現象の解析でもみたように、与えられた関数の Fourier級数の収束

については明らかなことではない。しかしながら、次の Riemann–Lebesgueの補題

から、区分的に連続な関数 f についてその高次の Fourier係数は小さくなり、その絶

対値において任意の正数より大きい Fourier係数は有限個だけであることがわかる。

定理 2.32 (Riemann–Lebesgueの補題) 有界区間 I = [a, b]で可積分であるよう

な関数 f について

lim
k→∞

∫ b

a

f(x) cos kx dx = lim
k→∞

∫ b

a

f(x) sin kx dx = 0. (2.41)

証明 区間 I の任意の細分区間 Ik について mk = infx∈Ik f(x), Mk =

supx∈Ik f(x) として、区間 I の分割 ∆ の不足和 s∆ および過剰和 S∆ を次で定義

する。

s∆ =
m∑
i=1

mi|Ik|, S∆ =
m∑
i=1

Mi|Ii|.

f が可積分であるので、有界 |f(x)| ≦M(x ∈ I). また、任意の ϵ > 0に対して δ > 0

が存在して、∆| < δ であるような分割∆について

0 ≦ S∆ − s∆ <
ϵ

2

が成立している。このような分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xm = bを 1つ定めて、

右辺第 1式を次のように評価しよう（第 2式についても全く同様に評価できる）。∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cos kx dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ m∑
i=1

∫ xi

xi−1

(f(x)− f(xi) cos kx dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ m∑
i=1

f(xk)

∫ xi

xi−1

cos kx dx

∣∣∣∣∣
≦

m∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) +M
m∑
i=1

1

k
| sin kxi − sin kxi−1|

≦ (S∆ − s∆) +
2mM

k
<
ϵ

2
+

2mM

k
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が成立。∆を 1つ定めているので、mは一定。したがって、k0 = ⌈ 4mM
ϵ ⌉とおくと、

k ≧ k0 に対して∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cos kx dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ

となり、結果を得る。

直感的な証明として次のようにも考えられる。k が大きくなると cos / sin kxは関

数 f よりも激しく振動することになり、その隣接周期にわたる積分は x軸の上下で

打ち消し合って小さくなる。微分可能な区分的区間の和として積分を考え、区間 I で

の f の有界性を考慮すると、k →∞で∫ b

a

f(x) cos kx dx =

ï
sin kx

k
f(x)

òb
a

−
∫ b

a

sin kx

k
f ′(x) dx

=
1

k

Ç
(f(b) sin kb− f(a) sin ka)−

∫ b

a

f ′(x) sin kx dx

å
→ 0.

■

2.9.2 関数の連続点における Fourier級数の収束性

周期 2π を持つ関数 f の Fourier級数の部分和 SN (x)

SN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

を考える。ここで、Fouerier 係数は (2.1) および (2.2) のように、次で定義されて

いる。

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dx, k ≧ 0,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx.

定理 2.33 (連続点における Fourier級数の収束) 周期 2π を持つ連続関数 f につい

て、導関数が定義される各点 xでその Fourier級数は f(x)に収束する。

f(x) =
a2
2

+ lim
k→∞

(ak cos kx+ bk sin kx)
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証明 定理の前提のもとで、N →∞としたときの部分和 SN (x)→ f(x)を示す。

Foueir係数の定義を代入して、次のように変形できる。

SN (x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t) dt+

1

π

N∑
k=1

Å∫ π

π

f(t) cos kt dt · cos kx+

∫ π

−π
sin kt dt · sin kx

ã
=

1

π

∫ π

−π
f(t)

(
1

2
+

N∑
k=1

cos kt cos kx+ sin kt sin kx

)

=
1

π

∫ π

−π
f(t)

(
1

2
+

N∑
k=1

cos k(t− x) dt

)

=

∫ π

−π
f(t)DN (t− x) dt

ここで、DN (x)は (2.32)の Dirichlet核

DN (x) =

sin

Å
N +

1

2

ã
x

2π sin
x

2

である。結局、変数を取り替えて u = t − xとすれば、部分和 SN (x)は次のように

与えられる。

SN (x) =

∫ π

−π
f(t+ x)DN (t) dt. (2.42)

さて、(2.34)、つまり∫ π

−π
DN (t) dt = 1

を使って

SN (x)− f(x) =
∫ π

−π
(f(x+ t)− f(x))DN (t) dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(x+ t)− f(x)
sin t

2

sin

Å
N +

1

2

ã
t dt

を評価しよう。関数

g(t) =
f(x+ t)− f(x)

sin t
2

=
f(x+ t)− f(x)

t
2

t
2

sin t
2
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は区間 [−π, π]で不連続点の候補は t = 0だけであり、t = 0で連続、g(0) = 2f ′(x)

である（limt→0 t/ sin t = 1を使う）。したがって、Riemann–Lebesgueの補題 2.32

が適用でき、

SN (x)− f(x) =
∫ π

−π
(f(x+ t)− f(x))DN (t) dt→ 0, N →∞.

■

2.9.3 関数の不連続点における Fourier級数の収束性

いままでも記法として使ってきたが、関数の右（左）極限値および右（左）微分を

定義しておこう。

定義 2.34 点 xでの関数 f の右極限値 f(x + 0)および左極限値 f(x − 0)を次のよ

うに定義する。

f(x+ 0) = lim
h>0

h→0

f(x+ h)

f(x− 0) = lim
h>0

h→0

f(x− h)

さらに、次の右辺の極限値が存在するとき、f が xで右微分可能および左微分可能と

いい、それを左辺のように表す。

f ′+(x) = lim
h>0

h→0

f(x+ h)− f(x)
h

f ′−(x) = lim
h<0

h→0

f(x+ h)− f(x)
h

xで微分可能とは f(x+ 0) = f(x−)のときである。

例 2.35 節 2.7.3で取り上げたのこぎり波、区間 [−π, π)で定義された関数 xを周期

拡張した f(x)の不連続点 x =, . . . ,±π,±2π, . . . において、f(π−0) = π, f ′−(π) = 1

および f(π + 0) = −π, f ′+(π) = 1. また、節 2.6.1の区間 [0, π)上の三角波は x = π
2

で連続であるが微分不可能で、f ′−(
π
2 ) = 1および f ′+(

π
2 ) = −1.

定理 2.36 (不連続点における Fourier級数の収束) 周期 2π を持つ区分的に連続な

関数で、点 xで右および左微分可能であるとき、f の xでの Fourier級数は値 F (x)

F (x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
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に収束する。点 xで連続のときには定理 2.33に一致する。

証明 定理 2.33 の証明と同様に進めるのだが、Dirichlet 核 DN (x) の積分につ

いて ∫ π

0

DN (u) du =

∫ 0

−π
DN (u) du =

1

2

に注意する。

部分和 Sn(x)は (2.42)と表されるのだが、N →∞において、∫ π

−π
f(t+ x)DN (t) dt→ f(x+ 0) + f(x− 0)

2
N →∞ (2.43)

を示そう。(2.43)を示すために、次の 2式を示せばよい。∫ π

0

f(t+ x)DN (t) dt→ f(x+ 0)

2
,∫ 0

−π
f(t+ x)DN (t) dt→ f(x− 0)

2
.

このことは、定理 2.33の証明と同じようにして、N →∞の極限で∫ π

0

(f(t+ x)− f(x+ 0))DN (t) dt→ 0, (2.44)∫ 0

−π
(f(t+ x)− f(x− 0))DN (t) dt→ 0 (2.45)

を示すことに帰着される。(2.44)は、Dirichlet核の定義にもどって

1

2π

∫ π

0

Ç
f(x+ u)− f(x+ 0)

sin u
2

å
sin

Å
N +

1

2

ã
u du→ 0

である。この極限は Riemann–Lebesgueの補題 2.32の適用の妥当性によって示され

る。積分の括弧内の uは正値であるので、括弧の表式が右連続（u→ 0+で右極限を

持つ）であることがわかればよい。仮定から f は右微分可能であることから、先の定

理における極限の議論と同じことを繰り替えることができ、0に収束することが示さ

れる。(2.45)についても同様である。したがって、定理が証明された。 ■

例 2.37 節 2.7.3で取り上げた区間 [−π, π)上の関数 f(x) = xを周期拡張して得ら

れる不連続関数（ノコギリ波）f を考える。f(π + 0) = −π, f(π − 0) = π であるの

で、SN→∞(±π) = 0である。
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2.9.4 Fourier級数の一様収束性

Fourier級数の一様収束性を議論するために、関数の一様収束の定義 1.63を再度述

べておこう。関数列 {Fn}が関数 F に区間 [a, b]で一様収束 (uniform convergence)

するとは、∀ε > 0 に対して、どんな x ∈ [a, b]についても、ある整数 N = N(ε)が存

在して、全ての n ≧ N について |Fn(x)− F (x)| < εが成立することである。N は ε

だけに依存し、xには依存しない。同様にして、f(x)の Fourier級数が f(x)に一様

収束するとは

SN (x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

が N →∞で f(x)に一様収束することである。

節 2.6.1でとりあげた連続三角波は一様収束するように観察された。一方、節 2.7.3

のノコギリ波は一様収束しない。不連続点に近づくにつれて、もとの関数値にくなる

ためには十分大きな部分和を取らねばならなかった（しかも Gibbs現象を呈した）。

定義 2.38 (区分的に滑らかな関数) 関数が区分的に滑らか（piecewise smooth）と

は、区分的に連続でその導関数が連続であるときである

注意 2.39 任意の閉有限区間では、区分的に滑らかな関数は有限個の不連続点な角

を持つことができ、そこでは左右導関数が存在しても等しい必要はない。そうした

点を除けば関数は連続微分可能である。周期 2π を持つノコギリ波はその導関数とも

±nπ, n ∈ Zで不連続であるが、それ以外での点では連続微分可能であるため、次の
定理 2.40 は適用できない。一方、連続三角波は連続かつ区分的に滑らかな関数で、

±nπ/2, n ∈ Zで角がありそこでの導関数は不連続となる。定理 2.40が適用される。

定理 2.40 区間 [−a, a] 上の周期 2a を持つ連続で区分的に滑らかな関数 f(x) の

Fourier級数は f(x)に一様収束する。

証明 仮定を単純化して f がどこでも 2回微分可能として定理を証明する。また、

区間 [−π, π]としても一般性を失わない。
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f と f ′′ の Fourier級数が

f(x) =
∑
n

an cosnx+ bn sinnx,

f ′′(x) =
∑
n

a′′n cosnx+ b′′n sinnx

のとき、その Fourier係数は

an = −a
′′
n

n2
, (2.46)

bn = − b
′′
n

n2
(2.47)

の関係にあることに注意する。実際、たとえば

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx

= f(x)
sinnx

n

∣∣∣∣π
−π
− 1

π

∫ π

−π
f(x)

sinnx

n
dx

= −b
′
n

n
（b′n は f ′ の Fourier正弦係数）

= f ′(x)
cosnx

n2π

∣∣∣π
−π
− 1

n2π

∫ π

−π
f ′′(x) cosnx dx

= −a
′′
n

n2

である。f ′′が連続であれば、Riemann-Lebesgueの補題 2.32より、a′′n, b
′′
nは n→∞

で 0に収束する。つまり、|a′′n|, |b′′n| はあるM によって上から押さえられている。し

たがって

∞∑
n=1

|an|+ |bn| =
∞∑

n=1

|a′′n|+ |b′′n|
n2

≧
∞∑

n=1

M +M

n2
= 2M

∞∑
n=1

1

n2
< +∞

である（
∫∞
1
dx/x2 が有限であることから

∑∞
n=1 1/n

2 も有界）。しがって、次の補題

から、証明を終える。 ■

補題 2.41 関数 f(x)の Fourier級数

F (x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx
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において、

∞∑
k=1

|ak|+ |bk| < +∞

ならば、Fourier級数は f(x)に一様かつ絶対収束する。

証明

|ak cos kx+ bk sin kx| ≦ |ak|+ |bk|

に注意する。よって、f の Fourier級数の xでの収束性は
∑

k |ak|+ |bk|の収束性に
よって支配される。F (x)と部分和

SN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

との差

F (x)− SN (x) =
∞∑

k=N+1

ak cos kx+ bk sin kx

はすべての xについて

|F (x)− SN (x)| ≦
∞∑

k=N+1

|ak|+ |bk|

であり、補題の仮定より N を十分に大きく取れば右辺はいくらでも小さくできる。

つまり、任意の ε > 0について、N0 が存在して、N > N0 について

|F (x)− SN (x)| < ε, N > N0.

ここで、N0 は x によらずに
∑∞

k=1 ak cos kx + bk sin kx の収束性だけに依存する。

したがって、SN (x)の収束は一様である。これで、定理 2.40の証明も終わった。 ■
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2.9.5 Fourier級数の L2 収束性（平均収束性）

f が連続でないときは Fourier級数が各点収束せず、不連続点では左右の極限値の

平均に収束する。Fourier級数が一様収束しないときでも、L2 などの弱い意味での収

束はあり得る。

補題 2.42 f が L2([−π, π])の要素とし、

VN = span{1, cos kx, sin kx}1≦k≦N

とする。f の Fourier係数 ak, bk を使って

fN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

としたとき、fN は VN の要素であって、L2 ノルムの意味で f を最良近似する。つ

まり

∥f − fN∥L2 = min
g∈VN

∥f − g∥.

証明 fN は空間 VN への直交射影であることに注意すると、射影定理 1.42の証

明から fN は f の最良近似であることがわかる。 ■

補題 2.43 L2([−π, π]) の関数は滑らかな周期 2π 持つ周期関数によっていくらでも

良く近似できる。

証明 L2([−π, π]) の関数 f は一般に不連続関数で、周期拡張しても図 2.16(a)

のように不連続関数である。f の連続成分を不連続点 x = c を内部に含む微少区間

(c− ϵ, c+ ϵ)でうまくつないた滑らかな関数 g(x)で、図 2.16(b)のように、f と gと

は区間 (c− ϵ, c + ϵ)を除いて一致するようにできる。接続区間 (c− ϵ, c + ϵ)を狭く

することによって、滑らかな連続関数 g は L2([−π, π])の意味で f にいくらでも近く

することができる。 ■
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(a)

(b)

図 2.16 (a) [−π, π)上で不連続点を持つ関数 f(x)を周期拡張する (b) 不連続点

を含む微少区間で滑らかなにつないで g(x)として全区間で滑らかな連続関数とで

きる。したがって、接続区間を狭くすることによって、f を滑らかな関数 g によっ

て近似できる。

定理 2.44 f を L2([−π, π])の要素とする。f の Fourier係数 ak, bk を使って

fN (x) =
a0
2

+
N∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

としたとき、または、複素形式の Fourier係数を

αk =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdt, k ∈ Z
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を使って

fN (x) =
N∑

k=−N

αke
ikx

としたとき、fN は L2([−π, π])の意味で f に収束する。つまり

∥f − fN∥L2 → 0, N →∞.

証明 f ∈ L2([−π, π])と仮定する。このとき、補題 2.43より、任意の ϵ > 0に

対して、滑らかな周期関数 g をとって

∥f − g∥L2 < ϵ (2.48)

とできる。

g の Fourier係数 ck, dk を使って Vn 内の関数を

gN (x) =
c0
2

+
N∑

k=1

ck cos kx+ dk sin kx

とする。定理 2.40より、十分大きな N0 を選んで、∀x ∈ [−π, π]と N > N0 に対し

て |g(x)− gN (x)| < ϵとできる。

∥g − gN∥2 =

∫ π

−π
|g(x)− gN (x)|2 dx

≦
∫ π

−π
ϵ2 dx = 2πϵ, N > N0,

および、(2.48)から

∥f − gN∥ ≤ ∥f − g∥+ ∥g − gN∥ 三角不等式

< ϵ+
√
2πϵ, N > N0.

一方、補題 2.42の fN は f の VN での最良近似であることから

∥f − fN∥ ≤ ∥f − gN∥

≦ (1 +
√
2π)ϵ, N > N0.

■

次の Parsevalの等式は Fourier基底の完全性（全体性）に関係して定理 1.60で登

場している。
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定理 2.45 (Parsevalの等式) 区間 [−π, π]上の関数 f の Fourier級数

a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

が L2([−π, π])であるとき、

1

π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx = |a0|2 +

∞∑
k=1

|ak|2 + |bk|2. (2.49)

複素形式では、区間 [−π, π]上の関数 f の Fourier級数

∞∑
k=−∞

αke
ikx

が L2([−π, π])であるとき、

1

2π
∥f(x)∥2 =

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx =

∞∑
k=−∞

|αk|2. (2.50)

または、f, g ∈ L2([−π, π])のとき

1

2π
⟨f | g⟩ = 1

2π

∫ π

−π
f∗(x)g(x) dx =

∞∑
k=−∞

α∗kβk. (2.51)

証明 (2.51)を示せば十分である。f , g の Fourier部分和を

fN (x) =
N∑

k=−N

αke
ikx, gN (x) =

N∑
k=−N

βke
ikx

とする。定理 2.44より、N →∞のとき L2([−π, π])の意味で fN → f , gN → g で

ある。

⟨fN | gN ⟩ =

⟨
N∑

k=−N

αke
ikx

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=−N

βke
ikx

⟩
=

N∑
k=−N

N∑
ℓ=−N

α∗kβℓ
⟨
eikx

∣∣∣ eiℓx⟩
= 2π

N∑
k=−N

a∗kβk
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より、(2.51)を示すには

⟨fN | gN ⟩ → ⟨f | g⟩ , N →∞

を示せばよい。

| ⟨f | g⟩ − ⟨fN | gN ⟩ | = |(⟨f | g⟩ − ⟨f | gN ⟩) + (⟨f | gN ⟩ − ⟨fN | gN ⟩)|
≦ | ⟨f | g − gn⟩ |+ | ⟨f − fN | gN ⟩ |
≦ ∥f∥ · ∥g − gN∥+ ∥f − fN∥ · ∥gN∥ Schwartzの不等式より

であることに注意し、L2([−π, π])の意味で ∥fN − f∥ → 0, ∥g − gN∥ → 0から、右

辺は N →∞で 0 となる。 ■

注意 2.46 直交基底 {|en⟩}n=1,...,N を持つ有限時限部分空間 VN への直交射影で定

まる f の展開係数 {⟨en | f⟩}について成立する Besselの不等式 (1.33)は、(2.50)の

部分和を取れば明らかに成立する：

N∑
k=−N

|αk|2 ≦ ∥f∥2.

例 2.47 節 2.7.3 の区間 [−π, π) 上の関数 f(x) = x を周期拡張したノコギリ波は

Fourier余弦係数のみ (2.39)を持つ：

bn =
2(−1)n+1

n
.

また

1

π

∫ π

−π
|x|2dx =

2

3
π2,

および

∞∑
n=1

|bn|2 =
∞∑

n=1

4

n2

である。したがって (2.49)を使うと、Riemannの zeta関数 ζ(s)の特殊値 s = 2に

対する Eulerの Basel等式（1735年）

π2

6
=
∞∑

n=1

1

n2

が得られる。
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Fourier変換

3.1 Fourier変換と反転公式

定義 3.1 実数 R上の関数が L1、または絶対可積分（絶対 Lebesgure可測）である

とは ∫ ∞
−∞
|f(x)| dx < +∞ (3.1)

であるときである。

定義 3.2 (Fourier変換) R 上で定義された区分的に連続、かつ絶対可積分な（複
素）関数 f(x)の Fourier変換（Fourier transformation）を

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx (3.2)

で定義する。

注意 3.3 |f(x)e−iλx| = |f(x)|であるので (3.2)は絶対収束する。したがって、f̂(λ)

は任意の −∞ < λ <∞に対して定義され、かつ

|f̂(λ)| ≦ 1√
2π

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx

である。

例 3.4 関数 f(x) =

1, |x| ≦ 1

0, |x| > 1
の Fourier変換を計算する。この関数は、積分
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正弦関数 Si(x)の性質 2.22で関数値 Si(∞) = π
2 = 1.5708を求めるための別法とし

て登場している。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx =
1√
2π

∫ 1

−1
e−iλxdx

=
1

−iλ
√
2π

[
e−iλx

]1
−1 =

1

−iλ
√
2π

(e−iλ − eiλ)

=

…
2

π

sinλ

λ
.

例 3.5 関数 f(x) =

e−kx, x ≧ 0

0, x < 0
の Fourier変換を計算する。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
0

e−kxe−iλxdx =
1√
2π

∫ ∞
0

e−(k+iλ)xdx

= − 1√
2π(k + iλ)

î
e−(k+iλ)x

ó∞
0

=
1√

2π(k + iλ)
.

定理 3.6 区分的に連続で、絶対可積分な関数 f(x)の Fourier変換 f̂(λ)は有界な連

続関数である。

証明 f(x)は絶対可積分であることから、先の注意のように、f̂(λ)の有界性は明

らか。

f̂(λ)の連続性を示そう。f̂(λ)の有界性から、十分大きな ℓを取ると、任意の λに

対して∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫
|x|≧ℓ

f(x)e−iλxdx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1√

2π

∫ ℓ

−∞
f(x)e−iλxdx+

1√
2π

∫ ∞
ℓ

f(x)e−iλxdx

∣∣∣∣∣ < ϵ

であるので、

|f̂(λ+∆λ)− f̂(λ)| =
∣∣∣∣ 1√

2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−i(λ+∆λ)xdx− 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx

∣∣∣∣
< 2ϵ+

1√
2π

∣∣∣∣∣
∫ ℓ

−ℓ
f(x)

î
e−i(λ+∆λ)x − e−iλx

ó
dx

∣∣∣∣∣ .
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平均値の定理から

e−i(λ+∆λ)x − e−iλx = −ix∆λe−i(λ+θδλ)x, 0 < θ < 1

これより

|f̂(λ+∆λ)− f̂(λ)| < 2ϵ+
1√
2π
|∆λ|ℓ

∫ ℓ

−ℓ
|f(x)|dx

ここで、

|∆λ| <
Ç

1√
2π
ℓ

∫ ℓ

−ℓ
|f(x)|dx

å−1
ϵ

ととると

|f̂(λ+∆λ)− f̂(λ)| < 3ϵ

が示せた。したがって、f̂(λ)は連続。しかも、証明の仕方から明らかなように、一様

連続である。 ■

3.1.1 Fourier変換と Fourier級数との関係

Fourier 変換の意味を考えてみよう。区間 [−ℓ, ℓ] 上の関数 f の Fourier 級数を考

え、ℓ→∞としてみる。節 2.9で議論したように、Fourier級数の収束性は問題とな

るのであるが、f(x)が

f(x) =
∞∑

n=−∞
αne

inπx/ℓ (3.3)

となるとき、その係数は

αn =
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ
f(t)e−nπx/ℓ

で与えられたのであった。いま、f が全区間で定義されているとき、ℓ → ∞ とし
て、上の表式がどのようになるかをみてみよう。Fourier係数を与える式を代入して、
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λn = nπ
ℓ および δλ = λn+1 − λn = π

ℓ とおくと

f(x) = lim
ℓ→∞

[ ∞∑
n=−∞

Ç
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ
f(t)e−inπt/ℓdt

å
einπx/ℓ

]

= lim
ℓ→∞

[ ∞∑
n=−∞

1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ
f(t)einπ(x−t)/ℓdt

]

= lim
ℓ→∞

[ ∞∑
n=−∞

1

2π

∫ ℓ

−ℓ
f(t)eiλn(x−t)dt

]
δλ (3.4)

を得る。そこで

Fℓ(λ) =
1

2π

∫ ℓ

−ℓ
f(t)eiλn(x−t)dt

とおくと、(3.4)の括弧 [...] 内は

∞∑
n=−∞

Fℓ(λn)δλ

と書ける。積分
∫∞
−∞ Fℓ(λ)dλを Riemann和の極限とみなすと、(3.4)は

f(x) = lim
ℓ→∞

∫ ∞
−∞

Fℓ(λ)dλ

であるが、Fℓ(λ)は ℓ→∞で 1
2π

∫∞
−∞ f(t)eiλ(x−t)dtに近づくことから

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(t)eiλ(x−t)dtdλ

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

Å
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλtdt

ã
eiλxdλ (3.5)

を得る（積分の順序を交換していることに注意。いつでもこんなことができるわけで

はない）。このとき、この積分のカッコ内

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλtdt

が f の Fourier変換となっている。式 (3.5)は定理として成立する。
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定理 3.7 (Fourierの積分公式) 関数 f(x)が区間 (−∞,∞)で何回でも微分可能（f

の n4階導関数 f (n)(x)が存在）で、急減少関数であるとき、つまり

lim
x→±∞

|xm||f (n)(x)| = 0 (m,n = 0, 1, 2, . . . )

を満足すれば（十分条件）、次の公式が成立する。

f(a) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλa
Å∫ ∞
−∞

dx e−iλxf(x)

ã
(3.5′)

この十分条件をさらに弱めても定理は成立する。

3.1.2 Fourierの反転公式

定理 3.7の Fourier積分公式 (3.5)′ は Fourier変換の式 3.2を使って

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλxdλ

と書ける。実際、厳密な議論によって次の定理が成立する。

定理 3.8 f(x) が R 上で定義された区分的に滑らかで、かつ絶対可積分な関数とす
る。f(x)の Fourier変換を f̂(λ)とするとき

lim
ℓ→∞

1√
2π

∫ ℓ

−ℓ
f̂(λ)eiλxλ =

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
(3.6)

となる。特に、f(x)が R上で連続微分可能であれば、(3.6)の左辺は任意の有限区間

a ≦ x ≦ bで f(x)に一様収束して、Fourier反転公式

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx に対して f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλxdλ (3.7)

が成立する。反転公式は一方の関数から他方が逆変換で得られることを表している。

この意味で f(x)と f̂λ)は互いに等価である。

注意 3.9 この定理 3.8は関数 f(x)の Fourier級数 (3.3)の収束性に関する定理 2.36

および定理 2.33 に対応している。つまり、f(x) が区分的に滑らかな関数であれば、

その不連続点におけるその Fourier級数について

lim
N→∞

N∑
n=−N

αne
inπx/ℓ =

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
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が成立するのであるが、Fourier変換についてこれに対応するのが定理 3.8である。

注意 3.10 関数 f(x)とその Fourier変換 f̂(λ)との間の対称性のある反転公式 (3.7)

は便宜上の都合である。例えば、反転公式として次のように表しても一向に構わな

い。

f̂(λ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x)e∓iλxdx に対して f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(λ)e±iλxdλ (3.7′)

同様に、反転公式をしばしば次のように表すことがある。

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πiξxdx に対して f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e2πξxdξ (3.7′′)

反転公式によって関数 f と f̂ は同等だと見なせるわけだが、今後、f(x)を物理空間

表示、f̂(ξ)（や f̂(λ))をスペクトル空間表示ということにする。

関数 f(x)が与えられたとき、その Fourier変換 f̂(λ)がどのようなスペクトル成分

を持つか（スペクトル空間における f̂ の広がり）に注目してみよう。

例 3.11 関数 f(x) = χ[−π,π](x) cos 3x =

cos 3x, |x| ≦ π

0, |x| > π
の Fourier 変換を

計算しよう（χI は区間 I の特性関数）。f が偶関数であるため、

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x) cosλx dx =
1√
2π

∫ π

−π
cos 3x cosλx dx

=

√
2λ sinλπ√
π(9− λ2)

∼ O
Å
1

λ

ã
, (λ→∞).

また、f̂(λ)のピークが λ = ±3にあることに注意する（図 3.1(a)）。この事実は、関

数 f が角振動数 3で振動していることの結果である。

演習 3.12 関数 f(x) = χ[−π,π](x) sin 3x =

sin 3x, |x| ≦ π

0, |x| > π
の Fourier 変換

f̂(λ) を計算をし、そのグラフ（虚数成分）を描いてその様子を説明しなさい（図

3.1(b)）。f は R上の連続関数であり、f̂(λ) ∼ O
(

1
λ2

)
, (λ→∞)を示しなさい。
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(a)

(b)

図 3.1 (a) 関数 f(x) = χ[−π,π](x) cos 3x（χI は区間 I の特性関数）の Fourier

変換 f̂(λ)のグラフ。この関数は x = ±πに不連続点を持つ R上の不連続関数であ
る。f̂(λ)は λ = ±3で極大値を取るが、これは元の関数の角周波数が 3であること

の結果である。f̂(λ) ∼ O
(

1
λ

)
, (λ → ∞) である。(b) f(x) = χ[−π,π](x) sin 3x

の Fourier変換 f̂(λ)のグラフ。f̂(λ) ∼ O
(

1
λ2

)
, (λ→ ∞) である。

図 3.2 箱関数 f(x) = χ[−π,π](x)の Fourier変換 f̂(λ)のグラフ。f̂(λ)が λ = 0

で極大値を取ることは、定数 1 を含む区間が角振動数 λ = 0 で振動している結果

である。f̂(λ) ∼ O
(

1
λ

)
, (λ→ ∞)である。



94 第 3章 Fourier変換

例 3.13 箱関数 f(x) = χ[−π,π](x) =

1, |x| ≦ π

0, |x| > π
の Fourier変換 f̂(λ)を計算

しよう。この関数は x = ±π に不連続点を持つ R上の不連続関数である。f が偶関
数であることに注意して

f̂(λ) =
1

1
√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx =
1

1
√
2π

∫ π

−π
cosλx dx

=

…
2

π

sinλπ

λ
∼ O

Å
1

λ

ã
, (λ→∞).

定数関数は周波数 0で振動しているとみなすと、図 3.2からわかるように、f̂(λ)の

最大値は λの 0近傍（角周波数が 0の近傍）であることが確認できる。

演習 3.14 箱関数 f(x) = χ[−π,π](x)の Fourier変換において、

1√
2π

∫ ∞
−∞

√
2 sinλπ√
πλ

eiλxdλ =


1, |x| < π,
1
2 , x = ±π,
0, |x| > π

を計算で示し、不連続点 x = ±π における定理 3.8の Fourier反転公式を確認しなさ

い。この広義積分は絶対収束しないことに注意しよう（
∫∞
−∞

∣∣∣√2 sinλx√
πλ

∣∣∣ dλ = +∞）。

例 3.15 テント関数 f(x) = (1 − |x|)χ[−π,π](x) =


x+ π, |x| ≦ π,

π − x, 0 < x ≦ π,

0, |x| > π

の

Fourier変換 f̂(λ)を求めよう（図 3.3）。f は偶関数であることに注意して

f̂(λ) =
2√
2π

∫ ∞
−∞

f(x) cosλx dx =
2√
2π

∫ π

0

(π − x) cosλx dx

=

…
2

π

1− cosλπ

λ2
∼ O

Å
1

λ2

ã
, (λ→∞).
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図 3.3 テント関数 f(x) = (1 − |x|)χ[−1,1](x) の Fourier 変換 f̂(λ) のグラフ。

f̂(λ) ∼ O
(

1
λ2

)
, (λ→ ∞)である。

注意 3.16 ここで取り上げた関数の連続性に注意しよう。f(x) = χ[−π,π] sin 3x(x),

f(x) = (1 − |x|)χ[−π,π](x) は R 上で連続で、その f̂(λ) は λ → ∞ で O
(

1
λ2

)
であ

る。一方、f(x) = χ[−π,π](x) cos 3x, f(x) = χ[−π, π](x)は x = ±π で不連続で、そ
の Fourier変換 f̂(λ)は λ→∞で O

(
1
λ

)
である。

これらの事実は、節 2.6.1の連続三角波の Fourier係数 an, bn が O
(

1
n2

)
で減衰す

ることや、節 2.7の不連続関数の Fourier係数 an, bn が O
(
1
n

)
で減衰することに対

応している。

演習 3.17 関数

f(x) =

®
0, x < 0

e−ax, x ≧ 0
, Re(a) > 0

の Fourier変換が

f̂(λ) =
1√
2π

1

a+ iλ

であることを示しなさい。
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3.2 Fourier変換の性質

関数 f(x)の Fourier変換 f̂(λ)を f に対する演算 F をと見なして

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλx dx

=F [f ](λ) (3.2′)

と表す。また、Fourier逆変換を演算的に捉えて、記号 F−1 を使って

F−1[g](x) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

g(λ)eiλx dλ (3.8)

と表す。このとき、定理 3.8の Fourier反転公式は F−1 が確かに F の逆演算

F−1
[
F [f ]

]
= f (3.7′)

であることは次のようにしてわかる。

F−1
[
F [f ]

]
= F−1[f̂ ](x) F の定義から

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλx dλ F−1 の定義から

= f(x) 定理 3.8の Fourier反転公式から.

次の定理は Fourier変換に関係した計算を実行する上でしばしば有用である。

定理 3.18 [Fourier変換の基本的性質]

f および g が Rデ定義された微分可能関数で、大きな |x|で f(x) = 0であるとす

る。このとき、次の性質が成立する。

(1) Fourier変換および Fourier逆変換は線形演算子である。定数 cに対して、

F [f + g] = F [f ] + F [g], および F [cf ] = cF [f ]
F−1[f + g] = F−1[f ] + F−1[g], および F−1[cf ] = cF−1[f ].

(2) f と xn の積の Fourier変換は次で与えられる。

F [xnf(x)](λ) = in
dn

dλn
F [f ](λ) (3.9)
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(3) f と λn の積の Fourier逆変換は次で与えられる。

F−1[λnf(λ)](x) = (−i)n dn

dxn
F−1[f ](x) (3.10)

(4) f の n階導関数の Fourier変換は次で与えられる。

F [f (n)(x)](λ) = (iλ)nF [f ](λ). (3.11)

(5) f の n階導関数の Fourier逆変換は次で与えられる。

F−1[f (n)(λ)](x) = (−iλ)nF−1[f ](x). (3.12)

(6) 関数 f の平行移動 x− aの Fourier変換は次で与えられる。

F [f(x− a)](λ) = e−iλaF [f ](λ). (3.13)

(7) 関数 f のスケール変換 bxの Fourier変換は次で与えられる。

F [f(bx)](λ) = 1

b
F [f ]

Å
λ

b

ã
(3.14)

(8) x < 0について f(x) = 0ならば

F [f ](λ) = 1√
2π
L[f ](iλ), (3.15)

ここで、L[f ]は f の Laplace変換

L[f ](s) =
∫ ∞
0

f(x)e−xs dx

である。

証明

1. Fourier変換の線形性は直ちに次の積分の線形性から示すことができる。

F [f + g](λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

[f(x) + g(x)]e−iλxdx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx+
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(x)e−iλxdx

=F [f ](λ) + F [g](λ)
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F [cf ]cF [f ]や Fourier逆変換についても同様。

2.と 3. f と xn の積の Fourier変換

F [xnf(x)](λ) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

xnf(x)e−iλxdx

において、

xnf(x)e−iλx = (i)n
dn

dλn
f(x)e−iλx

を使って

F [xnf(x)](λ) = (i)n
dn

dλn

ß
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx

™
=(i)n

dn

dλn
F [f ](λ).

Fourier逆変換についても同様。

4.と 5. f の n階導関数の Fourier変換

F [f (n)(x)](λ) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f (n)(x)e−iλxdx

で、部分積分を実行し、さらに f が無限遠で零になることを使うと境界項が落ちて

1√
2π

∫ ∞
−∞

f (n)(x)e−iλxdx = − 1√
2π

∫ ∞
−∞

f (n−1)(x)
d

dx
e−iλxdx

= (iλ)
1√
2π

∫ ∞
−∞

f (n−1)(x)e−iλxdx

を得る。このプロセスをさらに n− 1回繰り返して

1√
2π

∫ ∞
−∞

f (n)(x)e−iλxdx = (iλ)n
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλxdx

= (iλ)nF [f ](λ).

6.と 7. 平行移動とスケーリングを組み合わせて、次を示そう。

F [f(bx− a)](λ) = 1

b
e−iλa/bF [f ](λ/b). (3.16)
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Fourier変換の定義と変数変換 s = bx− aおよび dx = ds/bを使って

F [f(bx− a)](λ) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(bx− a)e−iλxdx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(s)e−iλ(
s+a
b )fracdsb.

したがって、

F [f(bx− a)](λ) = e
−iλa

b
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(s)e
−iλ
b s ds

b

= e
−iλa

b
1

b
F [f ]

Å
λ

b

ã
8.Laplace変換の定義から直ちに得られる。 ■

例 3.19 関数 f(x) = χ[−π,π](x) sin 3x の Fourier 変換は、演習 3.12 で計算したよ

うに

f̂(λ) =
−3
√
2i sinλπ√

π(9− λ2)

である。区間 [−π, π]上での f ′ = 3 cos 3xは、例 3.11で取り上げた関数の 3倍に等

しい。上の定理 3.18(1)から、例 3.11の Fourier変換の結果より“f ′(λ) = 3λ
√
2i sinλπ√

π(9− λ2)
(3.17)

である。しかしながら、“f ′(λ)は、定理 3.18(4)を使ってf̂(λ)から直接得られ“f ′(λ) = iλf̂(λ) = −iλ3
√
2i sinλπ√
π(9− λ2)

である。これは式 (3.17)に等しい。
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(a)

(b)

図 3.4 (a) f2(x) = χ[−π/2,π/2](x) sin 6x のグラフ。f(x) = χ[−π,π](x) sin 3x

（演習 3.12）としたとき f2(x) = f(2x)である。図 3.1(a)と比べると、x軸に 1/2

圧縮した形になっている。(b) Fourier 変換 F [f2(x)](λ) = F [f(2x)](λ) のグラ

フ。図 3.1(b)と比べると、|λ| = 3付近で見られた f̂(λ)のピークは |λ| = 6付近

にあり、高さも 1/2 である。F [f(2x)](λ) は f̂(λ) を λ 軸に 2 倍引き延ばし値を

1/2倍にした関数 (1/2)f̂(λ/2)に等しい。

例 3.20 Fourier変換のスケーリング公式

F [f(bx)](λ) = 1

b
F [f ]

Å
λ

b

ã
(3.14′)

の意味を考えてみよう。この表式は、f の周波数が大きくなるとその Fourier変換が

引き延ばされることを示していることが次のようにしてわかる。
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b > 1 のとき、f(bx) の関数のグラフは f(x) のグラフを x 軸方向に 1/b に圧

縮したものである。演習 3.12 で取り上げた関数 f(x) = χ[−π,π](x) sin 3x の場合、

f(2x) = χ[−π/2,π/2](x) sin 6xで、確かに x軸に 1/2圧縮した関数になっている（図

3.4(a)）。興味深いのは、この関数の Fourier変換 F [f(2x)](λ)である。図 3.4(b)に

示したように、“F (λ) の |λ| = 3 付近にあるピークは |λ| = 6 付近となり、しかもそ

の値は半分になっている：F [f(2x)](λ) = 1/2f̂(λ/2)である。つまり、f のグラフを

x 軸に沿って圧縮して周波数を増加させると、その Fourier 変換は引き延ばされる。

逆に、x軸に沿って f を拡大して周波数を減少させると、その Fourier変換は圧縮さ

れる。

節 1.6.2で定義 1.74した内積空間 V からW への有界線形作用素 T : V → W の

随伴または共役演算子 T † :W → V は

⟨T †w | v⟩V = ⟨w |Tv⟩W

で定まる線形作用素である。Fourier変換の性質に関する定理 3.18から明らかなよう

に、Fourier変換作用素 F も線形演算子であり、その随伴性を考えることができる。
次の定理は、Fourier変換 F の随伴は Fourier逆変換 Fourier変換 F−1 であること
を教えている。

定理 3.21 (Fourier変換の随伴) 関数 f および g が L2、つまり 2乗可積分とする。

このとき

⟨F [f ] | g⟩L2 = ⟨f | F−1[g]⟩L2 . (3.18)

証明

⟨F [f ] | g⟩L2 =

∫ ∞
−∞

f̂∗(λ)g(λ) dλ

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f∗(t)eiλt dt g(λ) dλ f̂ の定義から

=

∫ ∞
−∞

f∗(t)

Å
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(λ)eiλt dλ

ã
dt 積分順序を交換

=

∫ ∞
−∞

f∗(t)F−1[g](t) dt F−1 の定義

= ⟨f | F−1[g]⟩L2 .

■
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次の Plancherelの公式は Fourier変換および逆変換は L2 内積を保存することを示

している。

定理 3.22 (Plancherelの定理) 関数 f および g が L2 とする。このとき、

⟨F [f ] | F [g]⟩L2 = ⟨f | g⟩L2

⟨F−1[f ] | F−1[g]⟩L2 = ⟨f | g⟩L2

特に

∥F [f ]∥L2 = ∥f∥L2 .

証明

⟨F [f ] | F [g]⟩L2 = ⟨f | F−1F [g]⟩L2 定理 3.21

= ⟨f | g⟩L2 定理 3.8の反転公式

これらの等式は、区間 [−π, π] 上の関数の Fourier 級数における Parseval の等式

（定理 2.45）

1

π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx = |a0|2 +

∞∑
k=1

|ak|2 + |bk|2 (2.49′)

1

2π
∥f(x)∥2 =

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx =

∞∑
k=−∞

|αk|2 (2.50′)

に似ているために、これらも Parsevalの等式ということがある。 ■

3.3 畳み込み

定義 3.23 (関数 f と g との畳み込み) 与えられた関数 f(x) と g(x) との畳み込み

（convolution）を f ∗ g(x)と書いて

f ∗ g(x) =
∫ ∞
−∞

f(t)g(x− t) dt (3.19)

で定義する。
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g(x) として (1/a)χ[−a/2,a/2](x)（a > 0）をとって考えてみよう。このとき値

f ∗ g(x0)は x0 を中心とする区間 a上の f(x)の平均値でとなる。f(x)が連続なら、

この平均値は f(x) の実際の値に対するよい近似になる。次に、g の形がテント型

g(x) = (1/a)(1− |x|/a)χ−a,a](x)のときには、f ∗ g(x0)は x0 の周りの f(x)の重み

付き平均と考えることができ、x0 に近い点では x0 から遠い点よりもより重みが大き

くなる。つまり、畳み込み f ∗ g(x)は、重み関数 g で決定された f(x)の “動く重み

付き平均”であると見なすことができる。

注意 3.24 定義 (3.19)は、変数変換 y = x− tによって

f ∗ g(x) =
∫ ∞
−∞

f(x− t)g(t) dt

と書くことができるため、畳み込みは可換で f ∗ g(x) = g ∗ f(x)である。したがっ
て、f ∗ g(x)は重み関数 f(x)で決定された g(x)の動く重み付き平均であると見なす

こともできる。

定理 3.25 (畳み込み定理) f と gが可積分（L1関数）であるとき、畳み込みと Fourier

変換とには次の関係がある。

F [f ∗ g] =
√
2πf̂ · ĝ, (3.20)

F−1[f̂ · ĝ] = 1√
2π
f ∗ g. (3.21)

証明 前半) Fourier変換の定義から

F [f ∗ g](λ) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

(f ∗ g)(x)e−iλxdx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x− t)g(t) dt e−iλxdx.

e−iλx = e−iλ(x−t)e−iλt を使って積分の順序を変えて

F [f ∗ g](λ) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x− t)e−iλ(x−t)g(t) dt e−iλtdt

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(s)e−iλsg(t) ds e−iλtdt

=
√
2π

Å
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(s)e−iλs ds

ãÅ
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(t)e−iλt dt

ã
=
√
2πf̂ · ĝ
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後半) 前半と定理 3.8の反転公式を使って

√
2πF−1[f̂ · ĝ] = F−1[F(f ∗ g)]

= f ∗ g

■

例 3.26 Mathematicaでは、関数 f(x)と g(x)の畳み込み f ∗g(x)を関数 Convolve

を使って次のように計算することができる。

Convolve[f[y], g[y], y, x]

yは積分変数で、結果は xの関数として返る。

例 1.29で取り上げた Haarのスケーリング関数 ϕ(x)と Gauss関数 e−x
2

とのたた

み込みの計算は次のようになる。

haar[x_] := If[0 <= x <= 1, 1, 0]

conv[x_] = Convolve[haar[y], Exp[-y^2], y, x]

1/2 Sqrt[\[Pi]] (Erf[1 - y] + Erf[y])

出力において、erf[y]は誤差関数 erf(y) = 2
π

∫ y

0
e−t

2

dtである。

3.4 フィルター

フィルターとは、入力信号をその目的に応じて処理し、それを出力信号として返す

ブラックボックス*1 である。フィルターをどのように実現するかにおいて Fourier

変換が中心的役割をする。

信号（signal）とは区分的に連続な関数 f : R→ Cで、フィルタ（filter）とは、信

号 f を信号 f̃ に写す変換である。フィルタ L が であるとは、信号 f, g とある定数

a, bについて

L[af + bg] = aL[f ] + bL[g]

となることである。関数 f をある数だけ平行移動したものを fa、つまり fa(x) =

*1 ブラックボックスとは、その利用において “何が行われているか” の詳細を知る必要がない装置で
ある。
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f(x− a)と表そう。以下で、関数 f の変数 xを時刻 tとして、f(x)の代わりに f(t)

と記すことあるが、x ∈ Rである限り混乱は起こらないはずだ。

定義 3.27 フィルタ（信号を別の信号に写す変換）が平行移動不変（shift-invariant）

であるとは、定義域 R上の信号 f およびある実数 aについて、

L[fa] = (Lf)a, つまり、∀xについて L[fa](x) = (Lf)(x− a)

となることである。

代表的なフィルターに雑音除去があるが、これが実用的であるためにはフィルタが

平行移動不変であることが望ましい。ある音源 f を雑音除去しておいて a 日後に聞

く場合と、音源 f を a日後に再生しながら雑音除去して行く場合とは、同じ音質であ

ることが期待されるからである。

例 3.28 コンパクトサポートである関数 ℓ(x)（有限サポート外の x については

ℓ(x) = 0）を使って、信号 f のフィルタを

(Lf)(x) = (ℓ ∗ f)(x) =
∫ ∞
−∞

ℓ(x− y)f(y) dy

で定義する。Lの線形性は明かである。

(Lf)(x− a) =
∫ ∞
−∞

ℓ(x− a− y)f(y) dy

=

∫ ∞
−∞

ℓ(x− y′)f(y′ − a) dy′ たたみ込みの性質：y′ = y + a

=

∫ ∞
−∞

ℓ(x− y′)fa(y′) dy′

= L[fa](x)

これより、コンパクトサポートな関数とのたたみ込みで定義したフィルタ L は平行

移動不変であることがわかる。

注意 3.29 たたみ込みによって構成した線形フィルタは必ずしも平行移動不変では

ない。たとえば、コンパクトサポートではない関数 ℓ̃(x)

ℓ̃(x) =

®
1 0 ≦ x

0 x < 0
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とでたたみ込んで構成したフィルタ L̃は次のようになる。

(L̃f)(x) =

∫ ∞
−∞

ℓ̃(x− y)f(y) dy =

∫ x

0

f(y) dy.

このとき、

L̃[fa](x) =

∫ x

0

f(y − a) dy

=

∫ x−a

−a
f(y′)dy′ y′ = y − a.

一方、

(L̃f)(x− a) =
∫ x−a

0

f(y) dy

とり、L̃[fa](x) ̸= (L̃f)x− a)である。

次は、周波数 λの三角関数 eλx を入力すると、その線形平行移動不変なフィルタ出

力はまた同じ周波数をもつ三角関数であることを示している。

補題 3.30 Lを線形な平行移動不変なフィルタ、λをある数とする。このとき、ある

関数 hが存在して、これから定まる ĥによって、次が成立する。

L(eiλx) =
√
2π ĥ(λ)eiλx.

h(x)をシステム関数（system function）または伝達関数（transfer function）という。

証明 hλ(x) = L(eiλx) とおく。L が平行移動不変であることから、任意の a に

対して

L[eiλ(x−a)] = hλ(x− a).

Lの線形性から

L[eiλ(x−a)] = hλ(x− a)

= L[e−iλaeiλx]

= e−iλaL[eiλx]

= e−iλahλ(x).
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これより

hλ(x− a) = e−iλahλ(x) (3.22)

を得るが、a = x のとき hλ(0) = e−iλxhλ(x) になって、hλ(x) = hλ(0)eiλx がわ

かる。

よって、形式的に ĥ(λ) = hλ(0)/
√
2π と置いて、証明が終わる。 ■

ここで、式 (3.22)に注意しよう。Fourier変換の性質（定理 3.18）の (6)平行移動

F [f(x− a)](λ) = e−iλaF [f ](λ) (3.13′)

を思い起こそう。これより、λ の関数として式 (3.22) の hλ(x) は、関数 h(x) の

Fourier変換 F [f ](λ) = ĥ(λ)であると見ることができる。

実際、次の定理が成立する。

定理 3.31 Lを、区分的に連続な関数に作用する線形な平行移動不変なフィルタとす

る。このとき、

L(f) = f ∗ h

となるシステム関数 hが存在する。

証明 信号 f は、Fourier反転公式（定理 3.8）を適用すると次のように書ける。

f(x) = F−1[f̂ ] = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλx dλ.

これにフィルタ Lを適用すると

(Lf)(x) = L

Å
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλx dλ

ã
であるが、Lを積分記号内に取り入れることができれば（Riemann和の極限で積分

を定義するなら OKである）

(Lf)(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)L[eiλx](x) dλ

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)
Ä√

2π ĥ(λ)
ä
eiλx dλ 補題 3.30

=
√
2πF−1

î
f̂(λ)ĥ(λ)

ó
(x) 定理 3.8の反転公式

= (f ∗ h)(x) たたみ込み定理 3.25
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■

例 3.32 入力信号 f としてインパルス（デルタ関数 δ(x)）としてみる。このときの

フィルタ Lの出力は

(Lf)(x) = δ ∗ h(x)

=

∫ ∞
−∞

δ(x− y)h(y) dy

= h(x)

となる。つまり、h(x) はインパルス信号に対するフィルタ L の出力に等しいこと

がわかる。このとき、h(x)をインパルス応答（inpulse response function）という。

式 (3.22) でみたように、周波数 λ を持つ純振動 eiλx に対するフィルタ L の出力は

L[eiλx] =
√
2πĥ(λ)eiλx である。

定理 3.31およびたたみ込み定理 3.25から、Lf = f ∗ hは‘L[f ](λ) = √2πf̂ ĥ(λ) (3.23)

と表される。このことがら、入力信号 f からある周波数 λc 以内の周波数成分を取り

除く、つまりフィルタ出力の周波数成分が区間 |λ| > λc で零となるようなシステム

関数 hλc
(x)として、その Fourier変換が

ĥλc
(λ) =


1√
2π

|λ| ≦ λc,

0 |λ| > λc

(3.24)

であるようなものとして選びたくなるが、これは適切ではない。
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図 3.5 システム関数の Fourier変換が帯域制限的”hλc(λ)（式 (3.24)）としたと

き、x ≧ 0 で値を持つような入力信号 fxc(x) = χ[0,xc](x) のフィルタ出力信号

(Lfxc)(x)のグラフ。x < 0においてもフィルタ出力として値をもつことは、入力

信号が 0 ≦ xで値を持つという因果律に反している。

実際、ĥλc
(λ)の Fourier逆変換を行ってみると

hλc
(λ) = F−1[ĥλc

]

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

ĥλc
(λ)eiλx dλ

=
1√
2π

∫ λc

−λc

eiλx dλ

=
eiλcx − e−iλcx

2iπx

=
sinλcx

πx

を得る。いま、入力信号として fxc

fxc
(x) = χ[0,xc](x) =

®
1 0 ≦ x ≦ xc,

0 x < 0または x > xc
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とする。このときフィルタ Lの出力 Lfxc
は、定理 3.31から次のようになる。

(Lfxc
(x) = (fxc

∗ hc)(x)

=

∫ ∞
−∞

fxc
(y)hc(x− y) dy

=

∫ xc

0

sinλc(x− y)
π(x− y)

=
1

π

∫ λcx

λc(x−xc)

sinw

w
dw

=
1

π

(
Si(λcx)− Si(λc(x− xc))

)
.

ここで、si(x) は節 2.5 の積分正弦関数である。図 3.5 に示すように、0 ≦ x で値を

持つ入力信号 fxc
であるにもかかわらず、フィルタ出力が x < 0 においても値をも

つ。xを時間的変数とみた場合、この出力結果は因果律に反していると見なすことが

できる。

定義 3.33 フィルタが因果的（causal）であるとは、x < 0について入力が f(x) = 0

であるフィルタ出力 Lf が、x < 0で (Lf)(x)＝ 0であることである。

定理 3.34 L を応答関数 h を持つ平行移動不変なフィルタ Lf = f ∗ h であるとす
る。Lが因果的であるのは、すべての x < 0に対して h(x) = 0であるときに限る。

より正確には、Lに関するこの因果的応答関数 h(x)の Fourier変換 ĥ(λ)は

ĥ(λ) =
L[h](iλ)√

2π

と表される。ここで、L[g](s)が g の Laplace変換

L[g](s) =
∫ ∞
0

g(x)e−xs dx

である。

証明 まず、すべての x < 0 に対して h(x) = 0 であれば、そのフィルタが因果

的であることを示す。x < 0に対して入力が f(x) = 0であるとき、x < 0に対して

(Lf)(x) = 0であることを確認しよう。入力特性から

(Lf)(x) = (f ∗ h)(x) =
∫ ∞
0

f(y)h(x− y) dy
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であるが、x < 0および y ≧ 0のときには、仮定より h(x− y) = 0である。よって、

x < 0について (Lf)(x) = 0がわかった。

h(x)の Fourier変換

ĥ(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

h(x)e−iλx dx

を考えると、hが因果的であることから x < 0に対して h(x) = 0であることより

ĥ(λ) =
1√
2π

∫ ∞
0

h(x)e−iλx dx

= L[h(x)/
√
2π](iλ)

と表される。 ■

(a) (b)

図 3.6 (a) 信号 f(x) = e−x/3
(
sin 3x + 2 sin 5x + 0.4 sin 2x sin 40x

)
の [0, π]

でのグラフ。(b) フィルタを通った f ∗ h(x)の [0, π]グラフ。図 (a)の低い周波数

での挙動は保存されているが、高い周波数の挙動は除去されている（ローパス）。

例 3.35 (Butterworthフィルタ) [22, 6 章 2 節 F 項] で紹介されている

S.Butterworthが提案（1930年）したローパス（low pass）フィルタは雑音（一般に

高い周波数を含む）の除去に利用されている。数 a, bを正のパラメータとして、シス

テム関数 hを

h(x) =

®
a e−bx x ≧ 0

0 x < 0

とする。定理 3.34より、このフィルタは因果的で

ĥ(λ) =
1√
2π

(Lh)(iλ) = 1√
2π

a

b+ iλ
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であることは容易に確かめられる。式 (3.23) ‘L[f ](λ) = √2πf̂ ĥ(λ) からわかるよう
に、この場合に ĥ(λ)は λ → ∞で零に減衰するため、フィルタ出力における高周波
数も減少していくことになる（この効果が hight cutであり、low passである）。実

際、ローパスフィルタの効果は λについて∣∣∣∣∣ ĥ(λ)ĥ(0)

∣∣∣∣∣ = b√
b2 + λ2

の程度になる。

試しに、入力信号 f として次を考えてみよう（図 3.6(a)）。

f(x) = e−x/3
(
sin 3x+ 2 sin 5x+ 0.4 sin 2x sin 40x

)
(3.25)

上のシステム関数において、a = b = 10と選んだときのフィルタ出力は次のように

たたみこみ f ∗ hで与えられる（図 3.6(b)）。

f ∗ h(x) = −0.292842e−x/3
(
cos 3x+ 2.88305 cos 5x− 0.0429412 cos 38x

+ 0.0355433 cos 42x− 3.22222 sin 3x− 5.5739 sin 5x

− 0.168803 sin 38x+ 0.15443 sin 42x
)

図 3.6(b) で示されているように、フィルタ出力は入力信号の低い周波数成分は保存

され、高い成分が除去されており、確かにローパスになっている。

演習 3.36 図 3.6(a)および (b)をMathematicaで描きなさい。

3.5 標本化定理

定義 3.37 (帯域制限関数) f(x) ∈ L2[R] が帯域制限（band limitted）関数であると

は、ある定数 Ω > 0 が存在して Fourier変換 f̂ のサポートが [−Ω,Ω]、つまり

|λ| > Ω について f̂(λ) = 0

であることである。2Ω をバンド幅という。Ω > 0 が帯域制限関数の最小値のとき、

振動数 µ = Ω
2π をNyquist振動数（Nyquist frequency）、2µ = Ω/π を Nyquist率

という。

定理 3.38 (Shannon-Whittakerの標本化定理) 関数 f は、f̂(λ)が区分的に滑ら

かで連続、バンド幅 2Ω を持つ帯域制限関数で |λ| > Ω に対して f̂(λ) = 0 とする。
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このとき、f = F−1[f̂ ] は標本間隔 π/Ωの点列 xk = πk/Ω, k = 0,±1± 2, . . . の値

{f(xk)} だけで完全に定まり、一様収束する級数

f(x) =
∞∑

k=−∞

f

Å
kπ

Ω

ã
sin(Ωx− kπ)

Ωx− kπ
(3.26)

で与えられる。

証明 Fourier 基底の直交性に関する定理 2.6および定義 2.9の Fourier区間の一

般化（a = Ω, x = λ）より、f̂(λ)を帯域が制限された区間 [−Ω,Ω]上の Fourier級数

に展開する。

f̂(λ) =
∞∑

ℓ=−∞

cℓe
iπℓλ/Ω, cℓ =

1

2Ω

∫ Ω

−Ω
f̂(λ)e−iπℓλ/Ω dλ

|λ| ≧ Ωについて f̂(λ) = 0であるため、展開係数 cℓ の計算式においては積分区間を

もちろん (−∞,∞)に拡大することができて、

cℓ =

√
2π

2Ω

1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)e−iπℓλ/Ω dλ.

定理 3.8 の Fourier 反転公式を使うと、この cℓ は次のように表されることに注意

する。

cℓ =

√
2π

2Ω
f
(
− ℓπ/Ω

)
この形の ck を Fopurier級数の式に代入し、和の添字 ℓを k = −ℓに置き換えると

f̂(λ) =
∞∑

k=−∞

√
2π

2Ω
f
(
kπ/Ω

)
e−iπkλ/Ω (3.27)

を得る。f̂ は仮定より連続な区分的に滑らかな関数であることから、定理 2.40によっ

て、展開式 (3.27)は一様収束する。したがって、定理 3.8の Fourier反転公式から、

次がわかる。

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(λ)eiλx dλ

=
1√
2π

∫ Ω

−Ω
f̂(λ)eiλx dλ f̂(λ)の帯域制限性から
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ここで式 (3.27)を使って、f̂ と積分と総和の順序を交換すると

f(x) =
∞∑

k=−∞

√
2π

2Ω
f
(
kπ/Ω

) 1√
2π

∫ Ω

−Ω
e−i

πkλ
Ω +iλx dλ (3.28)

である。最後に、式 (3.28)の積分は次のようになる∫ Ω

−Ω
e−i

πkλ
Ω +iλx dλ = 2Ω

sin(Ωx− kπ)
Ωx− kπ

ことを使うと、証明すべき目的の式 (3.26)を得る。 ■

注意 3.39 式 (3.26)の収束性は、各項の絶対値が O
(
j−1
)
程度で減衰することから、

遅いことがわかる。実用上は、オーバーサンプリング（over sampling）することに

よって、O
(
j−2
)
に減衰させて収束性を改良することができる。

一方、Nyquist率より悪い標本化（それよりも少ない振動数での標本化）を行って、

f を式 (3.26)で再現しようとした場合には、含まれるべき高い周波数成分が失われて

しまうばかりか、もともと含まれていなかったような低い周波数成分を含むようにな

る。この現象がエイリアシング（aliasing）である。

3.5.1 標本化定理の応用例

原点近傍に波束がある関数 f(x)として、図 3.7(a)のような関数

f(x) = e−0.2t
2

cos 3t

を考えてみる。f(x)の Fourier変換 f̂(λ)を計算することが可能であるが、次のよう

にしてMathematicaで実行することができる。

packet[t_] := Exp[-0.2 t^2] Cos[3 t]

ftpacket[lambda_] = FourierTransform[packet[x], x, lambda]

すると次の結果を得る。

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλx dλ

= 0.790569
(
cosh 1.25(λ− 3)2 − sinh 1.25(λ− 3)2

)
+ 0.790569

(
cosh 1.25(λ+ 3)2 − sinh 1.25(λ+ 3)2

)
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f̂(λ)のグラフは図 3.7(b)のようになり、|λ| > 6の範囲では事実上 f̂(λ) ≈ 0である

が数学的な意味で f̂(λ) = 0となる λは ±∞であって、この関数は厳密には帯域制限
関数とはいえない。

(a) (b)

図 3.7 (a) f(x) = e−0.2t2 cos 3t のグラフ。波束は原点近傍に集中している。

(b) f(x) の Fourier変換 f̂(λ) のグラフ。|λ| > 6 の範囲では f̂(λ) ≈ 0 であるよ

うにみえるが、λ = ±∞でのみ f̂(λ) = 0となり、この関数は厳密には帯域制限関

数とはいえない。

そこで、|λ| ≧ Ωc に対して f̂(λ) = 0と見なして、f̂(λ)がサポート [−Ωc,Ωc]を持

つとしてみよう。設定した帯域区間 [−Ωc,Ωc]に属さない成分をカットしてしまうの

である。このとき、標本化定理 3.38において正しい帯域幅 Ωに基づいた適切な標本

値から関数を再現する級数式 (3.26)は、設定した帯域幅 Ωc を使って標本間隔 π/Ωc

で 2n+ 1個を標本した有限和

f
(n)
Ωc

(x) =
n∑

k=−n

f

Å
kπ

Ωc

ã
sinΩcx− kπ
Ωcx− kπ

(3.29)

が、元の関数 f(x)をどのように近似するかが問題となる。
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図 3.7(b) の f̂(λ) のグラフを眺めて、帯域幅を Ωc = 3 および Ωc = 4 と設定し、

式 (3.29)を使って関数回復を試みた結果が図 3.8である。

(a) (b)

図 3.8 (a) 帯域幅 Ωc = 3 に設定し、式 3.29を使って、n = 2（緑）、n = 5（赤）

して近似した関数と関数 f(x)（黒）とを重ねて描いた。(b) 帯域幅 Ωc = 4 に設

定し、式 3.29を使って、n = 2（緑）、n = 5（赤）して近似した関数と関数 f(x)

（黒）とを重ねて描いた。有限和で表される近似関数 f
(n)
Ωc

(x)において、適切な帯

域幅を設定しておかない限り（(a)の場合は (b)に比べてカットしてしまう成分が

多すぎる）次数 nを増やしても元の関数 f(x)の回復には至らない。

図 3.8(a) は、帯域幅を Ωc = 3 に設定し、式 3.29 で定義される近似関数 f
(n)
Ωc

(x)

を、n = 2（緑）、n = 5（赤）の倍について計算した関数を関数 f(x)（黒）とを対比

して示したものである。次数 nを増やしていったとしても、カットされた周波数成分

が多いために、元の f(x)をよい精度で近似すると期待できない。

図 3.8(b) は、帯域幅を Ωc = 4 に設定し、式 3.29 で定義される近似関数 f
(n)
Ωc

(x)

を、n = 2（緑）、n = 5（赤）の倍について計算した関数を関数 f(x)（黒）とを対比し

て示したものである。図 3.7(b)から分かるように帯域幅 Ωc = 4の設定は、Ωc = 3

とするよりもカットされる周波数成分が格段にすくないために、少ない次数 n = 2で

も、図 3.8(a)に比べて十分うまく元の関数 f(x)を近似している。
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このように、カットされる周波数成分のエネルギーÇ∫ −Ωc

−∞
+

∫ ∞
Ωc

å ∣∣f̂(λ)∣∣2 dλ
を小さくするような帯域幅 Ωc の設定が、標本値からの再構成には本質的であること

がわかる。
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超関数

4.1 一般化関数

通常の関数である ‘超関数もどき’の極限によって超関数を導入するM.J. Lighthill

の一般化関数の方法によって超関数を定義する [18] *1。これに対して、節 4.3.4でみ

る Schwartzの理論では、無限回微分可能で、ある有界領域が存在してその外側で関

数 ψ が恒等的に零である（コンパクトな台 suppψ を持つ）ような関数空間 D を考

え、ベクトル空間 D 上の連続な線形汎関数によって超関数 χ を定義する [7]。D 上

の連続な線形汎関数 χは、ϕ ∈ D に対して

⟨χ |ψ⟩

と式 (1.9)のように内積を用いて表される。

定義 4.1 どこでも何度でも微分可能な関数 f(x)が良い関数（good function）また

は急減少関数（rapidly decreasing function）であるとは、関数 f(x)とそのすべての

導関数 f (n)(x)が |x| → ∞のときに全ての N について O
(
|x|−N

)
、つまり任意のベ

キ 1
|x|N よりも速く零になることである。

定義 4.2 どこでも何度でも微分可能な関数 f(x) がかなり良い関数（fairly good

function）または緩増加関数（temptered distribution）であるとは、関数 f(x)とそ

のすべての導関数 f (n)(x)が |x| → ∞のときにあるmについて O
(
|x|m

)
、つまりベ

キ |x|m よりも速く増加しないことである。

*1 M.J. Lighthillのテキスト [18]は 70ページ程度の小冊子ながら、L.Schwartzの厳密だが抽象的
な系統だった [7] よりも直感的で ‘納得’ しやすい（数学的に納得できないからこそ Schwartz は超
関数理論を構成したのだが）。
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e−x
2

は良い関数、任意の多項式はかなり良い関数の例である。

定義 4.3 一般化関数（generalized function）あるいは超関数（distribution）χ(x)

を、良い関数列 hn(x)（‘超関数もどき’列）の次のような良い関数 g(x)に対する積分

値の極限

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

hn(x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

χ(x)g(x) dx

によって定義する。超関数は任意回数微分可能である。

超関数 α(x)と β(x)が等しいとは、超関数もどき列 an(x), bn(x)が弱収束として

等しいときで、超関数もどき列の選び方には依らない。

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

an(x)g(x) = lim
n→∞

∫ ∞
−∞

bn(x)g(x).

この超関数の定義は、「異常な振る舞いをする」関数の積分条件を強く制限的なも

のとせず、良い関数を使った超関数もどき列の極限で定義するという意味で関数概念

を一般化している。緩増加関数 f(x)を使って

fn(x) = f(x)e−x
2/n

で与えた関数列 fn(x)は超関数もどき列である。fn(x)は確かに無限遠で多項式的に

しかも指数因子 e−x
2/n によって急減少関数として振る舞い

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

fn(x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

f(x)g(x) dx

である。式 (4.1)の Dn(x)がその簡単な例である。

超関数を定義する超関数もどき列がある点 x = x0 の近傍で通常の関数に一様収束

する場合がある。そのような点 x = x0 を超関数の正則点（regular point）という。

一方、x = x0 での超関数もどきの極限での値を超関数の局値（local value）という。

超関数もどき関数列

Dn(x) =

…
n

π
e−nx

2

(4.1)

を考えてみよう*2。Dn(x)は、節 4.2でデルタ関数 δ(x)に弱収束することがわかる。

*2 良い関数 Dn(x)は、Hermite多項式 Hm(x)（例 1.16(3)）に関する Rodriguez公式から

dm

dxm
Dn(x) =

(−1)m

nm/2
Hm(

√
nx)Dn(x)

を満たしていることがわかる。
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任意の nについて∫ ∞
−∞

Dn(x) dx = 1 (4.2)

また、x ̸= 0について

lim
n→∞

Dn(x) = 0 (4.3)

となって、x ̸= 0は正則点である。x = 0では、Dn(0)→∞となり、局値 δ(0)は異

常な振る舞いをする。この事実によって、超関数 δ(x)を便宜的に

δ(x) =

®
∞ x = 0

0 x ̸= 0

と表記することが多い。

4.1.1 一般化関数の性質

超関数もどき列の極限で定まる超関数の定義から直接導ける超関数の操作的性質を

まとめておこう。超関数同士の和や緩増加関数との積、超関数微分、さらには（工夫

すれば）超関数多項式の除算も超関数となって、通常の関数のように定義されるが、

超関数同士の積は超関数にはなるとは言えないことに注意する。

以下、超関数に関する等式は良い関数と積分値として等しいと了解する。

(1) 超関数 α(x)と β(x)の和は超関数 χ(x)である。

χ(x) = α(x) + β(x). (4.4)

超関数 α(x), β(x) に収束する良い関数である超関数もどき列の和 hn(x) =

an(x) + bn(x)もまた良い関数であるからである。こうして定まる極限として

の超関数はそれぞれの超関数もどき列の選び方には依らない。

(2) 超関数 α(x)とかなり良い関数（緩増加関数）f(x)との積はまた超関数 χ(x)

である。

χ(x) = f(x)α(x) (4.5)

超関数 α(x)に収束する良い関数である超関数もどき列 hn(x)と f(x)との積

は良い関数である。とくに、定数もまた緩増加関数であるので、超関数 αの定

数倍 cもまた超関数になる。

χ(x) = c α(x).
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たただし通常の関数とは違い、超関数同士の積は定義できない [7, p.87] のが

悩ましい。実際、超関数もどき列 an(x)および bn(x)がそれぞれに超関数とし

て収束したとしても∫ ∞
−∞

(
an(x)bn(x)

)
f(x) dx

が収束するわけではないためである。

(3) 超関数 χ(x)は任意回数微分可能である。とくに、良い関数 f(x)について

dχ(x)

dx
f(x) = −χ(x)f(x)

dx
. (4.6)

超関数 α(x)に収束する超関数もどき列 an(x)は任意回数微分可能で、改めて

hn(x) =
d

dx
an(x)

とおいた超関数もどき列は超関数

χ(x) =
d

dx
α(x)

に収束する。これらの関係は部分積分と急減少関数としての超関数もどき関数

の性質を使うと次のようになる。∫ ∞
−∞

hn(x)f(x) dx =

∫ ∞
−∞

dan(x)

dx
f(x) dx

= −
∫ ∞
−∞

an(x)
df(x)

dx
dx.

これより、極限として超関数をつかった次の積分式を得る。∫ ∞
−∞

dα(x)

dx
f(x) dx = −

∫ ∞
−∞

α(x)
df(x)

dx
.

(4) 超関数 χ(x)の変数に関するスケール変換

χ(ax+ b)f(x) =
1

a
χ(x)f

Å
x− b
a

ã
. (4.7)

超関数もどき列 hn(ax + b)を含む積分に変数変換 x′ = ax + bを適用して得

られる。
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4.2 デルタ関数の性質

超関数の一般的議論を避けて、超関数としてデルタ関数の性質を導いてみよう。デ

ルタ関数の取り扱いや計算方法については [12]が優れている。

いささか乱暴であるが、以上の事柄は言い訳であるとして忘れてしまってもよい。

以下では、デルタ関数を Fourier変換表示

δ(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dk eikx (4.8)

で定義されているものと考える。このとき、x ̸= 0で δ(x) = 0でありながら∫ ∞
−∞

dx δ(x) = 1

であって、都合のよい関数 f(x)に対し

f(x) =

∫ ∞
−∞

dx′ f(x′)δ(x− x′)

が成立するというのである。

命題 4.4 デルタ関数 δ(x)は次のような性質を持つ。ただし、デルタ関数自身やデル

タ関数を含む関係式は、原則、必要な ‘良い性質’を持つ関数を掛けて積分を実行した

意味で成立していると見なさねばならず、通常の点関数（定義域の各点ごとに値を取

る関数）としては意味を有さないことに注意する。

(1) 良い関数 f(x)に対して

f(0) =

∫ ∞
−∞

δ(x)f(x) dx (4.9)

f(a) =

∫ ∞
−∞

δ(x− a)f(x) dx (4.9′)

特に、デルタ関数は偶関数。

δ(−x) = δ(x).

(2) 良い関数 f(x)に対して積分内の関係として

f(x)δ(x) = f(0)δ(x) (4.10)
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特に、

xδ(x) = 0 (4.11)

(3) Heavisideの階段関数を

H(x) =

®
1 x > 0

0 x < 0

とする。これを局値 1と 0をそれぞれ x > 0および x < 0で取る超関数 θ(x)

θ(x) =

®
1 x > 0

0 x < 0

と考える。このとき

dθ(x)

dx
= δ(x). (4.12)

(4) デルタ関数の Fourier変換と逆変換表示

δ(x− x′) = 1

2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλ(x−x
′) (4.13)

1 =

∫ ∞
−∞

δ(x)e−iλx dx. (4.14)

式 (4.13)をデルタ関数の定義とする場合も多い。式 (4.14)は δ(x)の Fourier

変換が 1であることを示している。

(5)

δ(ax) = a−1δ(x) (4.15)

(6) 重根を持たない方程式

F (x) = 0

の単純解を {xi}とする。このとき

δ(F (x)) =
∑
i

δ(x− xi)∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣
x−xi

. (4.16)

特に

δ(x2 − a2) = 1

2a

(
δ(x− a) + δ(x+ a)

)
. (4.17)
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(7) δ′(x) =
d

dx
δ(x)として

xδ′(x) = −δ(x),
δ′(x) = −δ(−x).

証明

(1) 超関数もどき列 Dn(x)の極限として δ(x)に弱収束して

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

Dn(x)f(x) dx =

∫ ∞
−∞

δ(x)f(x) dx = f(0)

を示す。平均値の定理から、任意の x に対して ξ(x) が存在して f(x) =

f(0) + f ′(ξ)xである。したがって、次の評価を得る。∣∣∣∣∫ ∞
−∞

…
n

π
e−nx

2

f(x) dx− f(0)
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

…
n

π
e−nx

2 df(ξ)

dx
dx

∣∣∣∣
≦ max

ß∣∣∣∣ dfdx ∣∣∣∣™ ∫ ∞−∞…n

π
|x|e−nx

2

dx

=
1√
nπ

max

ß∣∣∣∣ dfdx ∣∣∣∣™ n→∞−−−−→ 0.

第 2式の偶関数性はデルタ関数もどきを Dn(x)としたときなどには明かであ

るが、性質 (1)を使ってデルタ関数もどき関数列の取り方に依存しない証明が

可能である。∫ ∞
−∞

f(x)δ(−x) dx =

∫ ∞
−∞

f(−y)δ(y) dy

= f(0)

=

∫ ∞
−∞

f(x)δ(x) dx.

(2) ∫ ∞
−∞

(
f(x)δ(x)

)
g(x) dx = f(0)g(0)

=

∫ ∞
−∞

(
f(0)δ(x)

)
g(x) dx
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(3) H(x)は x = 0で微分不可能であるが、超関数はどこでも微分可能で、その結

果も超関数である。部分積分と f(x)が無限遠で急減少関数であることを使う

と次のようになる。∫ ∞
−∞

dθ(x)

dx
f(x) dx = −

∫ ∞
−∞

θ(x)
df(x)

dx
dx

= −
∫ ∞
−∞

H(x)
df(x)

dx
dx

= −
∫ ∞
0

df(x)

dx
dx = f(0).

(4) Gauss公式を使って超関数もどきDn(x)はつぎのように表される（式 (4.1)）。…
n

π
e−nx

2

=
1

2π

∫ ∞
−∞

eiλx−λ
2/4n dλ.

関数列 e−λ
2/4n/

√
2π は定数超関数 1/

√
2π に収束することから、節 3.1 の

Fourier変換の定義より結果を得る。

あるいは、良い関数 f(x) の Fourier 変換 f̂(λ) とその反転公式 (3.7) を使っ

て、Fourier積分公式 (3.5)′ から形式的に次のように導くこともできる（積分

の順序を交換するという禁を犯しているのだが）。

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλx
1√
2π

∫ ∞
−∞

dx′ e−iλx
′
f(x′)

=

∫ ∞
−∞

dλ f(x′)
1

2π

∫ ∞
−∞

dx eiλ(x−x
′).

式 (4.13), (4.14)は、δ(x)を定数超関数 1/
√
2π の Fourier変換であることを

示しており、その反転関係である。さらに、λ = 0とすると∫ ∞
−∞

δ(x) dx = 1,

また、性質 (2)から f(x)を良い関数とするとき∫ ∞
−∞

f(x)δ(x) dx = f(0)

が得られる。

(5) 一般化関数の性質 4.1.1(4)において、超関数 χ(x)を δ(x)、f(x) = 1とする。
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(6)
∫ ε

−ε f(x)δ(x) dx = f(0)より∫ ∞
−∞

δ(F (x))g(x) dx =
∑
i

∫ ε

−ε
δ(F )g(x(F ))

dF∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣

=
∑
i

g(xi)∣∣∣∣dFdx
∣∣∣∣
x=xi

(7) 一般化関数の性質 4.1.1(3)において、超関数 χ(x)を δ(x)、f(x) = xとして

第 1式を得る。第 2式は、第 1式から次のようにしてわかる。

xδ′(x) = −δ(x) 第 1式から

= −δ(−x) デルタ関数の偶関数性

= −
(
− (−x)δ(−x)

)
第 1式から

= −xδ′(−x).

■

4.3 Fourier変換を使った微分方程式の解法

4.3.1 波動方程式

線形な 1階偏微分方程式 (移送方程式)

∂u

∂t
= c

∂u

∂x
(4.18)

は t = 0で初期波形 f(x)を持つ進行波解 u(x, t) = f(x− ct)を持つ（cは定数）。こ
の事実は、進行波 f(x− ct)を直接代入することによって確かめることできる。ここ
では f(x)は何回でも微分できる急減少関数

lim
x→±∞

xmf (n)(x) = 0

と仮定する。

方程式 (4.18) の解 u(x, t) を x に関する Fourier 変換 û(λ, t) を使って求めてみよ

う。方程式 (4.18)を Fourier変換し、Fourier変換の性質 (3.11)

û′(λ, t) = −iλû(λ, t)
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に注意すると、問題はパラメータ λ に依存した定数係数 1 階常微分方程式の初期値

問題

d

dt
û(λ, t) = −icλû(λ, t), û(λ, 0) = f̂(λ)

になる。これは直ちに解けて

û(λ, t) = f̂(λ)e−icλt

を得る。u(x, t)を求めるために Fourier逆変換すると、途中で積分の順序を交換して

デルタ関数の Fourier変換表示の式 (4.13)を使うと、次のように進行波解を得る。

u(x, t) = F−1[û](x, t) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

dλ û(λ, t)eiλx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

dλ f̂(λ)eiλ(x−ct) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλ(x−ct)
Å∫ ∞
∞

dy f(y)e−iλy
ã

=

∫ ∞
−∞

dy f(y)

Å
1

2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλ(x−ct−y)
ã
=

∫ ∞
−∞

dy f(y)δ(x− ct− y)

= f(x− ct)

さて、次の線形波動方程式

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
(4.19)

について、一般解 u(x, t)を求めてみよう（c > 0）。

解 u(x, t)の初期条件を

u(x, 0) = f(x), ut(x, t) = ∂u(x, t)/∂t = g(x)

として、どちらも急減少関数を仮定する。式 (4.19)を Fourier変換すると、次の 2階

定係数常微分方程式を得る。u(x, t)

d2

dt2
û(λ, t) = −c2λ2û(λ, t), û(λ, 0) = f̂(λ), ût(λ, 0) = ĝ(λ)

波動方程式の解 u(x, t) もまた急減少関数であるとしよう。このとき、波動方程式

(4.19)の初期値問題の解として

u(x, t) =
1

2
(f(x+ ct) + f(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

x−ct
dy g(y) (4.20)

が得られる。
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演習 4.5 式 (4.20)が波動方程式 (4.19)の初期値問題の解であることをデルタ関数を

使って計算しなさい。

4.3.2 拡散方程式

線形拡散方程式

∂u

∂t
= κ

∂2u

∂x2
+ α

∂u

∂x
, κ > 0, αは定数 (4.21)

の初期値問題 u(x, 0) = f(x) を考える。係数 κ を拡散係数 (diffusion coefficient)、

αを移送係数 (drift coefficient)という。解 u(x, t)を時刻 tにおける拡散現象の密度

関数

u(x, t) ≧ 0,

∫ ∞
−∞

dxu(x, t) = 1

と見なすとわかりやすい。時刻 t = 0の初期密度 f(x)が、時間と共にどのように拡

散変化するかが式 (4.21)で記述されているという描像である。

これを解くために、節 4.3.1の波動方程式で行った処方箋を実行してみよう。

u(x, t) を xに関する Fourier変換とその反転公式

û(ξ, t) =

∫ ∞
−∞

dx e−2πiξxu(x, t)

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

dξ e2πiξxû(ξ, t)

を使って、式 (4.21) を Fourier 変換する（ここでは式 3.7′′ を使った）。以下では、

u(x, t) は区間 −∞ < x <∞ および 0 ≦ t で定義される十分性質のよい関数で、偏

微分と積分の順序の交換が可能だとする。û(ξ, t) が満たす式は次の 2 階常微分方程

式となる。

d

dt
û(ξ, t) =

(
− 4π2κξ2 − 2πiαξ

)
û(ξ, t), û(ξ, t) = f̂(ξ). (4.22)

û(ξ, t)は直ちに解けて

û(ξ, t) = f̂(ξ) exp
[
(−4π2κξ2 − 2πiαξ)t

]
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となる。反転公式を使って逆変換すると、初期値問題の解 u(x, t) は次のように書

ける。

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

dξ f̂(ξ) exp
[
(−4π2κξ2 − 2πiαξ)t

]
exp(−2πiξx)

=

∫ ∞
−∞

dξ f̂(ξ) exp(−4π2κξ2t) exp
(
− 2πiξ(x+ αt)

)
=

∫ ∞
−∞

dξ

ï∫ ∞
−∞

dy f(y)e2πiξy
ò
exp(−4π2κξ2t) exp

(
− 2πiξ(x+ αt)

)
=

∫ ∞
−∞

dy f(y)

∫ ∞
−∞

dξ e−4π
2κξ2te−2πiξ((x−y)+αt)

=

∫ ∞
−∞

dy D((x+ αt)− y, t)f(y). (4.23)

ここで関数 D(x, t)を exp(−4π2κξ2t)の逆 Fourier変換として次で定義した。

D(x, t) =

∫ ∞
−∞

dξ e−4π
2κξ2te−2πiξx. (4.24)

κ > 0より、定義式 (4.24)は t > 0でのみ収束することがわかり、またデルタ関数の

Fourier変換表示の定義から

D(x, 0) =

∫ ∞
−∞

dx e−2πiξx = δ(x) (4.25)

となっている。定義式 (4.24)から、D(x, t)は

∂D

∂t
= κ

∂2D

∂x2

を満たし、このことからさらに、D(x+αt, t) は拡散方程式 (4.21)の解になっている

ことも確かめられる。

式 (4.23)を計算しよう。まず、

u(x, 0) =

∫ ∞
−∞

dy D(x− y, 0)f(y) =
∫ ∞
−∞

dy δ(x− y)f(y) = f(x) (4.26)

と初期値関数が得られる。A = 4π2κt > 0, B = 2πxとおいて、

D(x, t) =

∫ ∞
−∞

dxi e−Aξ2−iBξ
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を書き換えると
√
Aξ = k, dξ = dk/

√
A, β = B/2

√
Aとして

D(x, t) =
exp(−B2

4A )
√
A

∫ ∞
−∞

dk e−(k+iβ)2

が得られる。全複素平面で正則な関数 exp(−z2) を実軸 (−R,R) を通って複素平面
を反時計回りに巡る（たとえば長方形の）積分路 Γ に沿った積分は Cauchy の定理

から ∫
Γ

dz e−z
2

= 0.

これより、r →∞とすると∫ ∞
−∞

dk e−(k+iβ)2 =

∫ ∞
−∞

dk e−k
2

=
√
π

を得る。したがって

D(x, t) =
exp(−B2

4A )
√
π

√
A

=
1

2
√
πκt

e−
x2

4κt

と計算できた。式 (4.25)に注意すると、デルタ関数との関係式

lim
t→0

1

2
√
πκt

e−
x2

4κt = δ(x)

が得られる。

これより、拡散方程式 (4.21)の初期値問題の解 (4.23)は次のようになる。

u(x, t) =
1

2
√
πκt

∫ ∞
−∞

dy exp

Å
− (x− y + αt)2

4κt

ã
f(y) (4.27)

式 (4.26)に注意すると、関数 f(x)を持つ初期分布 u(x, 0)は時間と共に x+ αtと移

送されながら
√
κtに比例する広がり（分散)で拡散していくことがわかった。

演習 4.6 拡散方程式 (4.21)において係数を κ = 1, α = 0.3、初期値関数を

f(x) =

®
50, |x| ≦ 0.01

0, |x| > 0.01

とする。このときの拡散方程式の解を求め、その時間発展の様子をMathematicaで

描いてみなさい。
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4.3.3 Green関数の方法

線形な偏微分方程式は Fourier変換することによって等価な常微分方程式の問題に

帰着させることができた。同様に、常微分方程式においては代数方程式に還元するこ

とができる。こうした方法は非常に深い内容を含んでいる [14]。次の定係数非斉次常

微分方程式の解を考えてみよう。ï
d2

dx2
+ p

d

dx
+ q

ò
f(x) = R(x) (4.28)

両辺を Fourier変換 F すると

F
Å
d2f

dx2
+ p

df

dx
+ qf

ã
=
[
(iλ)2 + p(iλ) + q

]
f̂

= F(R) = R̂.

これより、式 (4.28)の解は

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλxf̂(λ) (4.29)

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

dλ eiλx
R̂(λ)

−λ2 + ipλ+ q
. (4.30)

ここで、方程式 (4.28)の非斉次関数が

R(x) = δ(x)

であるとき、式 (4.8)から、その Fourier変換 F(R)は δ̂(λ) = (1/2π)−1/2 に注意す

る。このとき、式 (4.30)は微分方程式ï
d2

dx2
+ p

d

dx
+ q

ò
G(x) = δ(x) (4.31)

の解 G(x) は、(2π)−1/2 に微分作用素の Fourier 変換の逆数を書けた Fourier 変換

を持つように書けている。形式的にいえば、非斉次微分方程式 (4.28) は線形作用素

L(x)を使って

L(x)f(x) = R(x) (4.32)

と表されている。このとき、方程式

L(x)G(x) = δ(x) (4.33)
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を満たす解 G(x)は、式 (4.30)で R̂ = (2π)−1/2 とし、作用素 L(x)の Fourier変換

の逆数の形の Fourier 変換表示を持っていることになる。G(x) を微分作用素 L(x)
のGreen関数という。

Green関数はたいへん有用であることがわかる。もし、式 (4.33)を満たす Green

関数が得られたとき、非斉次方程式 (4.32)の解は次の積分表示を持つからである。

f(x) =

∫ ∞
−∞

dx′G(x− x′)R(x′) (4.34)

実際，式 (4.34)を方程式 (4.32)に代入してみると∫ ∞
−∞

dx′
[
L(x)G(x− x′)

]
R(x′) =

∫ ∞
−∞

dx′ δ(x− x′)R(x′)

= R(x)

が確認できる。

式 (4.34) は Green 関数 G(x) と非斉次関数 R(x) とのたたみ込み (convolution)

f(x) = G ∗R(x)になっている（節 3.3）。

たたみ込みの Fourier変換についての定理 3.25から、それぞれの関数の Fourier変

換とは

F(G ∗R) =
√
2πF(G)F(R)

の関係にある。改めて、非斉次方程式 (4.32)を使うと次のようになっている。

F(f) =
√
2πF(G)F(Lf).

このことは、式 (4.33)を満たす Green関数は、微分作用素 L(x)の逆操作としてみ
なせることを表している。

例 4.7 (強制振動子) 次の強制振動子の解を求めてみよう。

d2x

dt2
+ 2β

dx

dt
+ ω2

0x = R(x), β, ω0 > 0. (4.35)

解 x(t)は式 (4.34)の形の積分表示を持つ。このとき、Green関数 G(x)は次の方程

式の解である。ï
d2

dt2
+ 2β

d

dt
+ ω2

0

ò
G(x) = δ(x).



134 第 4章 超関数

G(x)の Fourier変換 “G(ω)は直ちに計算できて“G(ω) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

d(t− t′) e−iω(t−t′)G(t− t′)

=
1√
2π

1

(ω2
0 − ω2) + i2βω

を得る。したがって、求める Green関数は

G(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dω eiωt“G(ω)
となる。Fourier変換の演習 3.17結果を使うと、次のように計算できる。

G(t) =
1

ω1
e−βt sinω1t · θ(t).

ここで、θ(t)は階段関数

θ(t) =

®
0, t < 0

1, t ≥ 1

および

ω1 =
»
ω2
0 − β2

である。これより、解 x(t)は次のようになる。

x(t) =
1

ω1

∫ t

−∞
dt′ e−β(t−t

′) sinω1(t− t′)R(t′)

ここで、階段関数で表された Green関数より、変数 t′ に関する積分の上限が tにな

ることを使った。

強制力 R(t′)が周期関数

R(t′) = eiΩt

で与えられているとき、方程式 (4.35)の解として次を得る。

x(t) =
eiΩt

(ω0 − Ω)2 + i2βΩ
(4.36)

演習 4.8 式 (4.36)が強制振動子の (4.35)の解であることを導きなさい。
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4.3.4 Schwartzの超関数

Lighthill の急減少関数をつかった超関数もどき列の極限として超関数を定義 4.3

する一般化関数の方法は、‘通常の解析学’の範囲で超関数を　理解するには都合がよ

いが、超関数として取り扱わねばならない一般的な場面で計算するには少々見通しが

悪い。

L.Schwartzhの超関数は、ベクトル空間 D 上の連続な線形汎関数によって定義さ

れる [7]。

4.4 量子力学とデルタ関数

Diracはデルタ関数を導入することによってブラケット記法によって首尾一貫した

量子力学的記述が可能になることを発見した [11]。ブラケット記法では、関数 f(x)

はケット |f⟩の位置表示として表される。
区間 [a, b]上の関数空間に属する f と g に対する内積 ⟨f | g⟩L2 の定義 1.13 を思い

起こそう。

⟨f | g⟩ =
∫ b

a

dx f(x)∗g(x)w(x). (1.9′)

この関数内積の表式は Cn 内のベクトル x, y に対する第 i-成分 xi と yi に関する総

和としての内積

⟨x | y⟩ =
n∑

k=1

x∗k yk (1.1′)

を拡張して、関数の x-成分 f(x) と g(x) に関する重み付き積分として与えた形に

なっている。n-次元ベクトル aの基底 {ei}i=1,...,n による展開

|a⟩ =
n∑

i=1

ai |ei⟩ , ai = ⟨ei | a⟩

からの類推として、以下、全く形式的に議論を進めてみよう。

関数空間において形式的に連続的な添字を持つ基底 |x⟩を導入して |f⟩の x-成分が

f(x) = ⟨x | f⟩ (4.37)
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と表してみよう。これを |f⟩の x-表示または位置表示という（位置 xは物理的に連

続的値をもつからである）。しかしながら、直ちに基底 |x⟩の直交性と規格化に関す
る問題が浮上する。|x⟩と |x′⟩の直交性を

x ̸= x′ について ⟨x |x′⟩ = 0 (4.38)

を仮定して、定理 1.41の式 (1.31)の代わりに、|f⟩の展開を次式で書く。

|f⟩ =
∫ b

a

dxw(x)f(x) |x⟩ (4.39)

=

∫ b

a

dx |x⟩w(x) ⟨x | f⟩ (4.40)

この結果は、射影演算子 |x⟩ ⟨x|から構成された関数空間上の恒等射影

Î =

∫ b

a

dx |x⟩w(x) ⟨x| (4.41)

を定義していると見なすことができることに注意しよう。

このとき、|f⟩にブラ ⟨x′|を作用させると次を得る。

⟨x′ | f⟩ = f(x′) =

∫ b

a

dxw(x)f(x) ⟨x′ |x⟩ . (4.42)

このことから、式 (4.38)を満たす ⟨x′ |x⟩は脚注??のデルタ関数

⟨x′ |x⟩ = 1√
w(x)w(x′)

δ(x− x′)

=
1

w(x)
δ(x− x′)

=
1

w(x′)
δ(x− x′)

であることがわかる。したがって、式 (4.39)はデルタ関数を使って

f(x′) =

∫ b

a

dx f(x)δ(x− x′) (4.43)

と書くことができる。これはデルタ関数の代表的関係式で、Kroneckerデルタを使っ

た ai =
∑

k akδi,k の連続版である。通常の関数 f に対してこのような関係を満たす

ような関数 δ(x)を考えることは困難で、関数概念を一般化して考える必要があった。

これが Schwartzの超関数の理論 [7]である。
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式 (4.41)の恒等演算子 Î に左右から ⟨x′|および |x′′⟩を作用させると、次を得る。

δ(x′ − x′′) =
∫ b

a

dx δ(x′ − x)δ(x− x′′) (4.44)

これは δi,j =
∑

k δi,kδk,j の連続版である。

4.4.1 固有関数としてのデルタ関数

Dirac が量子力学の構築においてデルタ関数を導入したのは、観測される物理量

はオブザーバブル（observable）と呼ぶ Herimite演算子 Ô の固有値であるという基
本原理のためである。オブザーバブルの測定によって値 o を測定するとき、その量

子力学的状態 |ϕ⟩は Ô の固有値 oに対応した固有ベクトルになっているというので

ある。

Ô |ϕ⟩ = o |ϕ⟩

位置もまた物理量である。値 x′ が測定されたということは、対応する Hermite的で

ある位置演算子 x̂があって固有値 x′ に対応した固有状態 |x′⟩になっているという関
係が成立していなければならない。

x̂ |x′⟩ = x′ |x′⟩ .

位置演算子 x̂の行列表示 ⟨x| x̂ |x′⟩は次のようになる。

⟨x| x̂ |x′⟩ = x′ ⟨x |x′⟩

状態 |x⟩と |x′⟩は x′ ̸= xのときには式 (4.38)のように直交し、一方、量子状態 |x⟩
は規格化されている。∫

dx ⟨x |x⟩ = 1

このような量子力学的位置状態 |x⟩ を表すために、Diracはデルタ関数を導入したの

である [11, p.78,p.438の訳注]。
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第 5章

離散信号と離散 Fourier変換

5.1 離散信号

定義 1.17 では、無限個の成分を両側無限列としてならべた数列 x =

(. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . ) に関して内積が定められる ℓ2 空間を定義した。

このような数の並びを対象とする場合、こうした数列を信号ということにしよう。

定義 5.1 離散信号（signal）とは∑
n∈Z
|x(n)| <∞

を満たす数列 {x(n)}n∈Z = (. . . , x(−2), x(−1), x(0), x(1), x(2), . . . ) である。信号
xの n番目の信号要素を x(n)と記して、誤解のない限り信号 xを単に x(n)と表す

こともある（信号の要素を自然数で指定する故に離散と称する）。ℓ2 空間に属する∑
n |x(n)|2 <∞であるような信号を有限エネルギーを持つ信号という。

離散信号として、区間 [a, b] 上の関数 f を標本化したものを扱うことがある。実

際、音楽のデジタル信号はある定まった時間間隔での測定値から得られている。さ

だまった時間間隔 T [sec] ごとに f の値を測定するとき、単位時間あたりの標本回

数 ν = 1/T [Hz] を周波数、ω = 2πν を角周波数という（節 2.1 の用語を参照）。数

列の並びとしての信号が与えられている場合、その信号が必ずしもある関数を等間

隔で測定した値であるとは限らない。いま、関数の定義区間 [a, b] を N 等分し、幅

∆x = (b − a)/N ごとに N 回測定（標本）したとする。定理 3.38 の標本化定理に

よると、|λ| > Ωに対して f̂(λ) = 0 であるようなバンド幅 2Ωを持つ帯域制限関数

f = F−1[f̂ ]を一定間隔 T = πj/Ωで標本化して得られる離散信号
{
f (πj/Ω)}j∈Z

}
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は元の連続的信号 f を再現することができる。したがって、Nyquist振動数よりも低

い率で標本化して得られた離散信号列では、元の信号は近似的にしか再現できない。

定義 5.2 フィルタ（filter）とは、入力信号 xを出力信号 y にする変換 L である。

Lx = y （信号の n番目の成分に着目すると、Lx (n) = y (n).

(1) フィルタが Lが線形とは、信号 x1(n), x2(n)と定数 a, bに対して次が成立す

ることである。

L(ax1 + bx2)(n) = aLx1(n) + bLx2(n).

(2) 線形フィルタ Lが安定とは、ある定数 C が存在して、すべての信号 x(n)に対

して次が整理することである。∑
n∈Z
|Lx(n)| ≦ C

∑
n∈Z
|x(n)|.

(3) k ∈ Zについて、信号に対する平行移動演算子 τk を次のように定義する。

τkx(n) = x(n− k).

(4) 線形平行移動不変（LTI, liner translation invariant）フィルタ Lとは、線形

フィルタであって

L(τkx) = τk(Lx),
(
L(τkx)(n) = τk(Lx)(n) = Lx(n− k)

)
.

(5) 信号 x1(n)と x2(n)のたたみ込み x1 ∗ x2(n)

y(n) = x1 ∗ x2(n) =
∑
k∈Z

x1(k)x2(n− k).

定理 5.3 (1) x1(n)と x2(n)が信号であれば、y(n) = x1 ∗ x2(n)も信号である。
(2) 任意の信号の組 x1(n)と x2(n)について、

(x1 ∗ x2)(n) = (x2 ∗ x1)(n).

(3) h(n)が信号の時、信号

Lhx(n) = (x ∗ h)(n)

は安定な LTIフィルタである。
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注意 5.4 信号 xを線形に信号 y として出力するフィルタ Lは、数の並びをベクトル

とするベクトル間で定められた線形演算子と考えることができる。フィルタ L が平

行移動不変なときには著しい性質がある。

線形演算子は互いに線形独立な単位数列（単位ベクトル）ek, k ∈ Z

ek(n) =

®
0 k ̸= n

1 k = n

への作用によって定まる。実際、任意の信号はその要素 x(k)を単位ベクトルの係数

とする線形結合として x =
∑

k∈Z x(k)e
k で表され、Lの線形性から

Lx =
∑
k∈Z

L(x(k)ek) =
∑
k∈Z

x(k)L(ek)

である一方、Lek = Ek と記したとき、平行移動不変性から

τp(E
k) = τp(Le

k))

= L(τpe
k) Lの平行移動不変性

= L(ek+p) = Ek+p

である。Ek+p と Ek とでの要素関係

Ek+p(n) = Ek(n− p)

に注意すると、Ek(n) = E0(n− k)となることがわかる。したがって、平行移動不変
なフィルタ Lの信号 xへの作用は

Lx(n) =
∑
k∈Z

x(k)L(ek)(n)︸ ︷︷ ︸
Ek(n)

, Ek(n) = E0(n− k)より

=
∑
k∈Z

x(k)h(n− k), h ≡ E0 = L(e0)

= x ∗ h(n)

と表される、この結果は、定理 5.7の構成的証明になっている。

定義 5.5 単位インパルス信号（unit impulse signal）を

δ(n) =

®
1 n = 0のとき

0 それ以外

で定義する。
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単位インパルス信号 δ(n)を使うと、どんな信号もシフトされたインパルスの和とし

て書き表すことができる。

補題 5.6

x(n) =
∑
k∈Z

x(k)δ(n− k) = x ∗ δ(n) (5.1)

つぎの定理は、注意 5.4で予告したように、すべての安定 LTIフィルタはある信号

hとのたたみ込みで定まる変換となっていることを示している。

定理 5.7 Lを安定 LTIとする。このとき、ある信号 h(n)が存在して

Lx(n) = (x ∗ h)(n) =
∑
k∈Z

x(k)h(n− k) (5.2)

証明 h(n) = (Lδ)(n) とする。L はフィルタであるので、h(n) もまた信号∑
n |h(n)| <∞ である。与えられた信号 x(n)に対して、式 (5.1)を使って、x(n) =∑
k∈Z x(k)τkδ(n) と書ける（平行移動演算子も使った）。L が LTI フィルタである

ので

(Lx)(n) =
∑
k∈Z

x(k)(Lτkδ)(n)

=
∑
k∈Z

x(k)τk(Lδ)(n)

=
∑
k∈Z

x(k)h(n− k)

となって、式 (5.2)を得る。安定性と線形性は Lを無限和内に取り込むときに使った。

定義 5.8 安定 LTIフィルタ L が与えられたとき、定理 5.7より、Lx(n) = (x∗h)(n)
となるような信号 h(n) を Lのインパルス応答（inpulse response）あるいは Lのシ

ステム関数（system function）という。h(n)の周波数表示 ĥ(ω)（定義 5.10）をフィ

ルタ Lの周波数応答という。

注意 5.9 安定 LTIフィルタ Lから定まる信号 h(n)の周波数表示 ĥ(ω)を周波数応

答というのにはそれなりの理由がある。Lへの入力信号が単純振動波 x(n) = ei2πnω0

であるときには、
∑

n |x(n)| =
∑

n 1 = +∞より、定義 5.1の意味では x(n)は信号
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ではない。しかし、定理 5.7の関係式を使うと次のようになる。

(Tx)(n) = (x ∗ h)(n) =
∑
k∈Z

x(k)h(n− k)

=
∑
k∈Z

x(n− k)h(k)

=
∑
k∈Z

ei2πω0(n−k)h(k)

= ei2πnω0

∑
k∈Z

h(k)e−i2πkω0

= x(n)ĥ(ω0).

つまり、x(n)は Lによって定数 ĥ(ω)倍される、あるいは単純振動波は固有値 ĥ(ω)

を持つ LTIの固有ベクトルになっているということができる。

定義 5.10 信号 x = {x(n)}n∈Z の周波数表示
とは [−π, π]上の複素関数

x̂(ω) =
∑
n∈Z

x(n)e−iωn ≡ X
(
eiω
)

(5.3)

である。また、z = eiω をつかって

X(z) =
∑
n∈Z

x(n)z−n (5.4)

と書くこともあり、この形を Z-変換（Z-tansform）という。

注意 5.11 角周波数表示の Fourier変換の定義式

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−i2πωx dx (??′)

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(ω)ei2πωx dω (??′)

とを見比べてみると、信号 x = {x(n)} の角周波数表示 x̂(ω)は、有限長のサポート

を持つ離散版関数の Fourier変換のように見える。この見立ては正しく、節 5.3など

で論じる。

信号は
∑

n |x(n)| < ∞より、x̂(ω)は角周期 1の連続関数に一様収束する。また、

x̂(ω)を X(eiω)と書くと、{eiω}ω∈[0,1) が単位円であることから、複素関数 X(z)を

単位円に制限した関数と見なすことができる。
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(a) (b)

図 5.1 (a) N = 10 個の一定信号 x(0) = · · · = x(9) = 1 の場合の周波数表示

x̂(ω) =
(
1 − e−iωn

)
/
(
1 − e−iω

)
の実部のグラフ。(b) a = 0.8 < 1 の減衰信号

x(n) = an(0 ≦ n)（ただし x(n) = 0(n < 0)）の周波数表示 x̂(ω) = 1/
(
1−ae−iω

)
の実部のグラフ。

例 5.12

(a) N 個からなる一定信号 x(n)

x(n) =

®
1 0 ≦ n < N

0 それ以外
.

x̂(ω) =
N−1∑
n=0

e−iωn =
1− e−iωN

1− e−iω
図 5.1(a)参照

= ei(N−1)ω/2 sinNω/2

sinω/2

X(z) =
N−1∑
n=0

z−n =
1− z−N

1− z−1
.
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(b) 減衰信号 x(n)

x(n) =

®
an 0 ≦ n

0 n < 0
.

x̂(ω) =
∞∑

n=0

(
e−iω

)n
=

1

1− ae−iω
, 図 5.1(b)参照

X(z) =
∞∑

n=0

anz−1 =
1

1− az−1
.

定理 5.13 x1(n) と x2(n) を信号とし、y(n) = (x1 ∗ x2)(n) とする。周波数応答に
ついて、次が成立する。

ŷ(ω) = x̂1(ω)x̂2(ω)

証明

ŷ(ω) =
∑
n∈Z

y(n)e−iωn

=
∑
n∈Z

∑
k∈Z

x1(k)x2(n− k)e−iωn

=
∑
n∈Z

x1(k)
∑
k∈Z

x2(n− k)e−iωn

=
∑
n∈Z

x1(k)e
−iωk

∑
k∈Z

x2(n− k)e−i(n−k)ω = x̂1(ω)x̂2(ω)

■

5.2 ℓ2(ZN)の直交基底
長さ N のデータ x(0), x(1), . . . , x(N − 1) が与えられると、いつでも

x(n mod N), n ∈ Z であるような周期 N 拡張を考えることができる。

x(−1) = x(N − 1), x(N) = x(0) とみなせばよい。たとえば、N = 12 のと

きには、x(−21) = x(−9) = x(3) = x(15) = x(27) である。
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定義 5.14 与えられた N ∈ N について、数列 {x(n)}n∈Z が周期 N の信号とは、

x(n+N) = x(n), n ∈ Zとなることである。周期 N を持つ信号がなす空間を SN と
表す。

このことは別の言い方で置き換えることができる。ある整数 N が与えられたとき、

Nに関する N の剰余類 Z mod N を

ZN = {0, 1, . . . , N − 1}

と表す。このとき、周期 N を持つ信号 x(n) ∈ SN , x(n+N) = x(n)とは ZN 上の

ベクトル関数

x = (x(0), x(1), . . . , x(N − 1))

と言い換えることができる。

定義 1.17の ℓ2 内積

⟨x | y⟩ℓ2 =
N−1∑
n=0

x∗nyn (1.18′)

を持つこの関数空間を ℓ2(ZN ) と表そう（周期区間だけで総和している）。以下、文

脈から明かな場合には内積 ⟨· | ·⟩ℓ2 を ⟨· | ·⟩と記すことにする。

定義 5.15 N 個のベクトル関数 E0, E1, . . . , EN−1 ∈ ℓ2(ZN )を次で定義する。

Ek = {Ek(n)}n=0,...,N−1, Ek(n) =
1√
N

ei2πkn/N 0 ≦ k ≦ N − 1 (5.5)

ベクトル Ek の第 n-成分を Ek(n)で表す。

命題 5.16
{
E0, E1, . . . , EN−1}は ℓ2(ZN )の正規直交基底である。
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証明 0 ≦ k, n ≦ N − 1とする。このとき

⟨
Ej
∣∣∣ Ek

⟩
=

N−1∑
n=0

Ej∗(n)Ek(n) =
N−1∑
n=0

1√
N

e−i2πjn/N
1√
N

ei2πkn/N

=
1

N

N−1∑
n=0

ei2π(k−j)n/N =
1

N

N−1∑
n=0

Ä
ei2π(k−j)/N

än
=

1 k = j

1

N

1− ei2π(k−j)

1− ei2π(k−j)/N
= 0 k ̸= j

= δjk

■

例 5.17 N = 4とする。

E0 =
1

2
(1, 1, 1, 1),

E1 =
1

2
(1, i,−1,−i),

E2 =
1

2
(1,−1, 1,−1),

E3 =
1

2
(1,−i,−1, i).

定理 1.61から、ℓ2(ZN )の正規直交基底で定まる ℓ2(ZN )上の恒等演算子

Iℓ2(ZN ) =
N−1∑
k=0

|Ek⟩ ⟨Ek|

を使って、任意の x ∈ ℓ2(ZN )は x = Iℓ2(ZN ) x、つまり

x = {x(n)}n=0,...,N−1 =
N−1∑
k=0

⟨Ek |x⟩ |Ek(n)⟩

=
1

N

N−1∑
k=0

x̂(k) ei2πkn/N (5.6)

と展開できる。ここで、式 (5.6)の係数 x̂(k)は、Fourier基底の正規直交性を使って

x̂(k) = ⟨Ek |x⟩ =
N−1∑
n=0

x(n) e−i2πkn/N (5.7)
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であることがわかる。この展開式 (5.6)を Fourier基底 {Ek}k=0,...,N−1 による離散

信号 xの離散 Fourier展開という。節 5.3で改めて定義することなるが、この展開係

数からなる列 {x̂ = {x̂(k)}k=0,...,N−1 を信号 xの N -点離散 Fourier変換という。

離散 Fourier 変換とは、関数値を離散データとして標本化して得られる近似化さ

れた Fourier 係数と深い関係があることを理解して置くことは大切である。N 個の

データの組 {x̂(k)}k=0,...,N−1 を、周期関数 x(t)の周期区間（たとえば [0, 2a]）での

挙動をN 点 x(0), x(1), . . . , x(N − 1)で標本化した組とみなす。このとき、x(t)の k

次 Fourier係数 γk とは

γk ≈
1

N
x̂(k) (5.8)

の関係にあることを示そう。

図 5.2 区間 [0, 2a] 上の関数 x(t) の積分値 1
N

∫ 2a

0
x(t)dt を台形公式を使って

求める。区間 [0, 2a] を N 等分し、その端点を t0 = 0, t1 = 2a/N, t2 = 2 ·
2a/N, . . . , tk = 2ka/N, . . . , tN = 2a として、各区間 [tj , tj+1], 0 ≦ j < N に台

形公式を使う。

さて、周期 2aをもつ（または周期 2aを持つように周期拡張した）関数 x(t), x(t+

2a) = x(t) の Fourier 係数を思い起こそう。x(t) の形式的複素 Fourier 級数展開

(2.25)

x(t) =
∞∑

k=−∞

γke
iπkt/a (2.28′)



5.3 離散 Fourier変換 149

の係数は、周期関数に対する周期にわたる積分区間は任意の周期区間としてよい（系

2.12）という結果を使うと

γk =
1

2a

∫ 2a

0

x(t)e−iπkt/a dt (2.29′)

と書ける。この被積分関数も周期 2aであることに注意する。

[予備的考察]：図 5.2のように、関数 x(t)の定義区間 [0, 2a]での積分値 1
N

∫ 2a

0
x(t)dt

を与えた N 個の関数値だけを使って近似してみよう。区間幅 ∆N t = 2a/N で N 等

分して、その端点を t0 = 0, t1 = 2a/N, t2 = 2 · 2a/N, . . . , tk = 2ka/N, . . . , tN = 2a

とし、これら N 点の関数値 x(tj) = x(2aj/N) ≡ x(j), j = 0, . . . , N を使い、。各区

間 [tj , tj+1], 0 ≦ j < N で台形公式を使うと、次のようになる。

1

2a

∫ 2a

0

x(t)dt ≈ 1

2a
∆N t

ï
x(0)

2
+ x(1) + · · ·+ x(N − 1) +

x(N)

2

ò
x(t)が周期 2aであること、x(0) = x(N)を使うと

=
1

N

N−1∑
j=0

x(j).

以上の考察から、周期 2a をもつ関数 x(t) を Fourier 級数展開したときの k-次

Fourier係数 γk は、N 個の関数値
{
x(j) = x(2aj/N)

}
j=0,...,N−1 を使って

γk =
1

2a

∫ 2a

0

x(t)e−iπkt/a dt

≈ 1

N

N−1∑
j=0

x

Å
2aj

N

ã
e−i2πkj/N

で与えられる。式 (5.7)とを見比べると、上の式は離散 Fourier変換 x̂(k)とが

γk ≈
1

N
x̂(k) (5.8′)

の関係になっていることが示された。

5.3 離散 Fourier変換

節 5.2にあるように SN に属する周期 N の信号は ZN 上の関数であるが、恒等的

に零でない限り定義 5.1の意味で信号にはなり得ない。しかし、すべての n ∈ Zにつ



150 第 5章 離散信号と離散 Fourier変換

いて |x(n)| ≦M なる数M が存在する意味で有界であり、安定な LTIフィルタを通

すと信号となる（定義 5.2(c)-(e)）。定義 5.8にあるように、安定な LTIフィルタはイ

ンパルス応答フィルタ Tx(n) = (x ∗ h)(n)で特徴付けられることから、周期信号に
ついて次が成立する。

定理 5.18 与えられたシステム関数 hと周期 N の信号 x ∈ SN に対して、たたみ込
み x ∗ hもまた周期 N の信号である。

証明 x ∗ h(n) =
∑

k∈Z x(k)h(n− k)がすべての nに対して定義されてる信号で

あることは、各 nに関する収束性を確認すればよい。x(n)の有界性 |x(n) ≦M から

|x ∗ h(n)| =
∑
k∈Z
|x(k)||h(n− k)| ≦M

∑
k∈Z
|h(n− k)| =M

∑
k∈Z
|h(k)| <∞.

x ∗ h(n)が周期 N を持つことは、次のようにしてわかる。

x ∗ h(n+N) =
∑
k∈Z

x(k)h(n+N − k)

=
∑
k∈Z

x(k)h(n− (k −N))

=
∑
k∈Z

x(k +N)h(n− k)

=
∑
k∈Z

x(k)h(n− k) = x ∗ h(n).

■

定義 5.19 (離散 Fourier変換) 与えられた周期 N の信号 x ∈ SN に対して、x の
N -点 Fourier変換（DFT ）x̂を、周期 N の数列

x̂(n) =
N−1∑
k=0

x(k)e−i2πkn/N (5.9)

によって定義する。xと x̂の対応を

FN [x] = x̂

と表す。
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補題 5.20 FN は周期 N の信号を周期 N の信号に写す SN 上の線形作用素である。

証明 FN の線形性は明かである。x ∈ SN である周期 N の信号に対して

FN [x] ∈ SN を示すために、FN [x] が N 周期的であることを言えばよい。実際、

ω = e−i2π/N とおいて、

x̂(k +N) =
N−1∑
n=0

x(n)ωn(k+N)

=
N−1∑
n=0

x(n)ωnkωNn （omegaNn = e−i2πn = 1）

=
N−1∑
n=0

x(n)ωnk

= x̂(k).

この結果は x̂の N -周期性を示している。 ■

定理 5.21 (離散 Fourier逆変換) 与えられた周期 N の信号 x ∈ SN の DFT を

FN [x] = x̂ とする。このとき次が成立する。

x(n) =
1

N

N−1∑
k=0

x̂(k)ei2πkn/N , n ∈ Z. (5.10)

この x̂と xとの対応を逆変換記法 F−1N を使って

x = F−1N [x̂]

と表す。

証明 任意の数 r に対して

N−1∑
k=0

rk =
1− rN

1− r

を使うと

N−1∑
k=0

î
ei2π(n−j)/N

ók
=

1− ei2π(n−j)

1− ei2π(n−j)/N
.
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また、0 ≦ n ≦ N − 1について、命題 5.16の証明で使ったように

N−1∑
k=0

ei2πk(n−j)/N =

®
0 n ̸= j

N n = j
(5.11)

である。したがって、0 ≦ n ≦ N − 1について

1

N

N−1∑
k=0

x̂(k)ei2πkn/N =
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

x(j)e−i2πjk/Nei2πkn/N

=
N−1∑
j=0

x(j)
1

N

N−1∑
k=0

ei2πk(n−j)/N

= x(n).

■

定義 5.19の N -点離散 Fourier変換式 (5.9)を行列表示してみよう。信号 x(n)、お

よびその N -点 DFT x̂(n) をそれぞれ次のようにの列ベクトル表示する。

x =


x(0)
x(1)
...

x(N − 1)

 , x̂ =


x(0)
x(1)
...

x(N − 1)

 .
いま、

ωN = e−i2π/N

として、N ×N 複素行列 FN を次のように定義する。

FN =
[
ωjk
N

]
j,k=0,...,N−1 (5.12)

=


1 1 1 1 1

1 ωN ω2
N . . . ωN−1

N

1 ω2
N ω4

N . . . ω
2(N−1)
N

1
...

. . .
...

1 ωN−1
N ω

2(N−1)
N . . . ω

(N−1)2
N

 (5.13)

このとき、離散 FFourier変換 (5.9)は

x̂(n) =
(
FNx

)
(n)

のように表すことができる。
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演習 5.22 式 (5.12)の行列 FN は、対称な直交行列であることを示しなさい。

ヒント：FN を N 個の列ベクトルを並べて FN = [f0f1 . . .fN−1] と表す。

⟨f j |fk⟩ = Nδjk であることを式 (5.11)を使って示す。

一方、離散 Fourier 逆変換 y = F−1N [ŷ] は、式 (5.10) より、FN の転置共役行列

F †N を使って

x(n) =
1

N

(
F †N x̂

)
(n)

=
1

N

(
F †NFNx

)
(n)

と表される。これより、N ×N 単位行列 IN は

IN =

Å
FN√
N

ã† FN√
N

と書くことができ、UN =
FN√
N
はユニタリ行列であることがわかる。定義 5.15で与

えたベクトル Ek は U†N の第 k 列ベクトルになっていることに注意しよう。

定理 5.23 (DFTの性質) SN に属する周期N の信号について、DFTには次の性質

がある。

(1) 周期 N の信号 x ∈ SN を 1単位分の平行移動 y(n) = x(n+ 1), n ∈ Zした信
号 y ∈ SN について

ŷ(k) = ei2πk/N x̂(k).

(2) 周期 N の信号 x, y ∈ SN についての巡回たたみ込み（circular convolution）

x ∗ y(n) =
N−1∑
k=0

x(k)y(n− k) (5.14)

もまた x ∗ y ∈ SN である。すなわち、式 (5.14) における総和は連続する N

であればどこから和をとってもよい。

(3) 周期N の信号 x, y ∈ SN のDFTをそれぞれ x̂, ŷとする。たたみ込み x∗y(n)
の DFT ’x ∗ y(n)について次が成り立つ。’x ∗ y(n) = x̂(n) ŷ(n).
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(4) 実である x ∈ SN に対する DFT x̂とその複素共役 x̂∗ について

x̂(N − k) = x̂∗(k), 0 ≦ k ≦ N − 1.

周期N が偶数であるとき、DFT x̂ の要素は ZN 上で対象に並び、その半数の

x̂(0), . . . , x̂(N/2− 1を計算すればよい。

証明

(1) 1単位の平行移動した関係 y(k) = x(k + 1)を使う。

ŷ(k) =
N−1∑
j=0

y(j)e−i2πkj/N =
N−1∑
j=0

x(j + 1)ei2πk/Ne−i2πk(j+1)/N

= ei2πk/N
N−1∑
j=0

x(j + 1)e−i2πk(j+1)/N

= ei2πk/N x̂(k).

(2) mを (m− 1)N ≦ j < mN なる数とすると、次が成立する。

N+j−1∑
k=j

x(k)y(n− k) =
mN−1∑
k=j

x(k)y(n− k) +
mN+j−1∑
k=mN

x(k)y(n− k)

=

mN−(m−1)N−1∑
k=j−(m−1)N

x(k)y(n− k) +
N+j−1−mN∑

k=0

x(k)y(n− k)

=
N−1∑

k=j−(m−1)N

x(k)y(n− k) +
j−(m−1)N−1∑

k=0

x(k)y(n− k)

=
N−1∑
k=0

x(k)y(n− k)

このようにして総和の出発を移動できることから、さらに

=
N−1∑
k=0

x(n− k)y(k) = y ∗ x(n)
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(3) SN に属する要素の巡回たたみ込みの性質を使う。‘x ∗ y(n) = N−1∑
k=0

(x ∗ y)(k)e−i2πnk/N

=
N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

x(j)y(k − j)e−i2πnk/N

=
N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

x(j)e−i2πnj/Ny(k − j)e−i2πn(k−j)/N

=
∑
j∈Z

x(j)e−i2πnj/N
N−1∑
k=0

y(k − j)e−i2πn(k−j)/N

= x̂(n)ŷ(n).

(4) x ∈ SN の要素が実であることを使う。

x̂(N − k) =
N−1∑
j=0

x(j)e−i2π(N−k)j/N

=
N−1∑
j=0

x(j)ei2πkj/N e−i2π = 1より

= x̂∗(j)

■



156 第 5章 離散信号と離散 Fourier変換

(a) (b)

(c)

図 5.3 (a) 信号 f(x) = e−x/3
(
sin 3x + 2 sin 5x + 0.4 sin 2x sin 40x

)
を [0, π]

上の等間隔 27 = 128-点標本化した離散信号 y をプロット（関数 f(x)のグラフは

図 3.6(a)）。(b) 離散信号 yのDFT ŷにおいて（その絶対値のプロットが (c)）、先

頭のK = 19個 ŷ(0) . . . , ŷ(K − 1)と末尾のK 個 ŷ(N −K) . . . , ŷ(N − 1) 以外

の成分を零にした ŷK を逆変換して実部をプロット。(c) (c) ŷ の要素の絶対値を

プロット。ŷ の要素は ZN=128 上で ‘対称的’ŷ(N − k) = ŷ∗(k), k = 0, . . . , N − 1

になっているため、実際の計算の手間は ŷ の半分 ŷ(0), . . . , ŷ(N/2 − 1)を計算す

るだけでよいことがわかる。

例 5.24 節 3.4ではローパスフィルタとして Butterworthフィルタ（例 3.35）を考

えた。そのとき信号として取り上げた [0, π]上の関数

f(x) = e−x/3
(
sin 3x+ 2 sin 5x+ 0.4 sin 2x sin 40x

)
(3.25)

を再度取り上げよう。これを等間隔に 27 = 128 点で標本化した離散信号 y ={
f(πk/N)

}
k=0,...,N−1 を考えよう（図 5.3(a)）。

yの DFT ŷにおいて、ŷ(k)は、N に比べて kが小さければ関数 f の k-次 Fourier

係数 γk をよく近似することになる。Riemann-Lebesgue の補題 2.32 は Fourier 係

数は周波数とともに小さくなることを言っており、実際、k = N/2までは ŷ(k)は減

少している。定理 5.23(4) ŷ(N − k) = ŷ∗(k) である。図 5.3(c)は ŷ の要素の絶対値

をプロットしｔげいる。k = 1のときには ŷ∗(N − 1) = ŷ(1)となって、ŷ(N − 1)は

高い周波数係数 γN−1 には良く似ているとは言えない。
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図 5.3(b) は、ŷ の先頭の K = 19 個の要素 ŷ(0), . . . , ŷ(K) と末尾の K 個の要素

ŷ(N −K), . . . , ŷ(N −1) を残して、それ以外の成分を零にした ŷK=19を離散 Fourier

逆変換した実部だけのプロットを示している。利用する信号は 2K/N ≈ 0.297程度

になり、形式的にはデータ圧縮したことになっている。図 5.4(は)、K = 10とより少

ない Fourier成分だけを使ったプロットの結果である。

離散 Fourier変換 ŷ において、さらにその要素の絶対値の最大値の 15%未満の絶

対値を持つ 117個の要素を零に置き換えて、これを離散 Fourier逆変換した結果の実

部をプロットすると図 5.4(b) となる。この場合も、違う方法によって信号を圧縮し

て 8.6%（1− 117/128)の要素だけで関数 f を近似したことになっている。

いずれの ‘圧縮’方法においても、ローパスフィルタで処理した場合と同様に、関数

の微細な様子（高い周波数成分）は失われてしまったが、粗い様子（低い周波数成分）

が保持されている様子がうかがわれる。

(a) (b)

図 5.4 (a) 離散信号 y の DFT ŷ において、先頭の K = 10 個 ŷ(0) . . . , ŷ(K)

と末尾のK 個 ŷ(N −K) . . . , ŷ(N − 1) 以外の成分を零にした ŷK=10 を逆変換し

て実部をプロット。(b) ŷ の要素の最大絶対値の 15%未満の絶対値を持つ 117個

の要素を零に置き換えた実部をプロット。

演習 5.25 Mathematicaを使って図 5.3(a),(b)および (c)を描きなさい。

（ヒント）数値リスト dataの連続するmから n番目までを取り出すには次のように

する。Mathematicaの非空リストは常に 1番目の要素から始まることに注意（他の

プログラム言語では配列要素は 0 から始まることが多い）。

data[[m;;n]]

演習 5.26 Mathematicaを使って図 5.4(b)を描くにはどのようにすればよいだろう

か。数値リスト data の離散 Fourier 変換するには組み込み関数 Fourier を次のよ
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うに使う。

Fourier[data]

離散 Fourier 逆変換において、無視することのできる虚部を除去するには Chop を

使ってもよい。

（ヒント）ReplaceAll（/.）と Condition（/;）を組み合わせて、数値リスト data内

の要素についてその絶対値が value以下ならば記号 A に置き換えるには次のように

書く。

data /. x_ /; Abs[x] < value -> A;

定理 5.27 h(n)をフィルタのシステム関数、x(n)を周期 N の信号とする。x̂(n)を

x(n)の DFT、ĥ(ω)を定義 5.10で定まる周波数応答とするとき、次が成立する。‘x ∗ h(n) = x̂(n)ĥ(n/N).

証明‘x ∗ h(n) = N−1∑
k=0

(x ∗ h)(k)e−i2πnk/N

=
N−1∑
k=0

∑
j∈Z

x(j)h(k − j)e−i2πnk/N

=
N−1∑
k=0

∑
j∈Z

x(k − j)h(j)e−i2πnk/N

=
∑
j∈Z

h(j)e−i2πj(n/N)
N−1∑
k=0

x(k − j)e−i2πn(k−j)/N

= ĥ(n/N)x̂(n).

■

注意 5.28 フィルタの周波数応答 ĥ(ω)は周期 1、ĥ(ω + 1) = ĥ(ω)であることから、

n に関して周期 N、ĥ(n+N
N ) = ĥ( n

N ) で、ĥ(n/N) は周期 N の信号 h̃(n) の N -点

DFT になっていると見なすことができる。その h̃(n) は、定理 5.21 から、ĥ(n/N)

の逆 DFTして次のように得られる。
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h̃(n) =
1

N

N−1∑
k=0

ĥ(n/N)ei2πkn/N

=
1

N

N−1∑
k=0

∑
j∈Z

h(j)e−i2πjk/Nei2πkn/N

=
∑
j∈Z

h(j)
1

N

N−1∑
k=0

ei2πk(n−j)/N

N−1∑
k=0

ei2πk(n−j)/N =

®
N j − n = mN,m ∈ Z
0 j − n ̸= mN

に注意すると

=
∑
m∈Z

h(n+mN).

つまり、h̃(n)は h(n)を N -周期化

h̃(n) =
∑
m∈Z

h(n+mN)

ものであることがわかる。

5.4 高速 Fourier変換とその応用

Mathematica の組込みの FFT(高速 Fourier 変換) 関数 Fourier を使ってグレイ

スケール画像の「圧縮」を行ってみよう。ここで、「データ圧縮」とは、無視し得る

微小データをゼロにしてデータを簡約することとする。

Mathematicaノートブックファイルの場所を以下で確認しておき、そこから data

フォルダ内にカラー写真 data/Yushima.jpg を読み込んで横ピクセルが 1000 とな

るように縮小して data/sYushima.jpg として書き出す。このカラー写真を改めて

グレイスケール写真として読み込んで grayとする。

SetDirectory[NotebookDirectory[]]

yushima = Import["data/Yushima.jpg"]

Export["data/sYushima.jpg", yushima, ImageSize -> 1000]

gray = ColorConvert[Import["data/sYushima.jpg"], "Grayscale"]
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ImageData[gray]はグレースケール値として 0と 1の間の数として写真データ（2

次元リスト）を返す。計算量を考慮して写真の適当な大きさに切り出す。以下では

300のピクセルのグレースケールデータを takedataとした（図 5.5）。

takedata = Take[ImageData[gray], {451, 750}, {151, 550}]

Image[takedata]

図 5.5 300× 400ピクセルに切り取った Image[takedata]が返すグレースケール画像。

takedata の 150 行目（画像中央）400 個のグレースケール値とこれを FFT

して結果の絶対値をプロットするには次のようにする（図 5.6）。実数データを

Fourier で FFT した結果は複素数値となり、これを InverseFourier で逆変換す

るとMathematicaでは 10−10 未満”程度のごく小さな複素数が残る。これを取り除

くために Chopを使うことがここでのポイントである。

ListPlot[takedata[[150]], Filling -> Axis]

fft = Fourier[takedata[[150]]];

ListPlot[Abs[fft], AxesLabel -> {k,}, Filling -> Axis]

Mathematicaの FFT関数 Fourier, InverseFourierは便利なことに多次元デー

タについても利用できる。画像データの場合、各行（または列）ごとに FFTしてデー

タを Fourier変換することも考えられるが、ここでは 2次元リストを一度に FFTし

てみよう。

次の関数 approx2DdataByNeglectingSmallElements[data2D,thresholdRatio]
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図 5.6 (1) 図 5.5 の 150 行（中央）の 400 個の 1 次元グレースケールデータ値

のプロット。(2) その FFTの絶対値のプロット。(3) FFTした結果の逆変換（さ

らに Chopを適用）したデータのプロット。(1)が回復することがわかる。

は 2 次元グレイスケールデータ data2D と 1 以下の閾値 thresholdRatio

を渡すと、FFT した後の絶対値がその最大絶対値 maxabs と比較して

maxabs × thresholdRatio 以下の相対的に小さな要素をゼロにしてしまった

結果を逆変換して返す。全データ数中、こうして置き換えられたデータの割合を棄却

割合 Ignoring rate として表示する。Ignoring rate が大きいほど、ゼロに置き

換えられた割合が大きくなりデータが簡約された度合い（「圧縮率」）が高いとみなす

ことにしよう。

approx2DdataByNeglectingSmallElements[data2D_,thresholdRatio_] :=

Module[{k, fftlist, ignorfftlist, replaced = 0},

ModifiedListIngoringRelativeSmallElements[lst_List] :=

Module[{maxabs, approxed, replaceSymbol},

maxabs = Max[Abs[lst]];

approxed = lst /. x_

/; Abs[x] < thresholdRatio*maxabs -> replaceSymbol;
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replaced += Count[approxed, replaceSymbol];

approxed /. replaceSymbol -> 0

];

fftlist = Fourier[data2D];

ignorfftlist = Table[

ModifiedListIngoringRelativeSmallElements[fftlist[[k]]],

{k, 1, Length[data2D]}];

Print["Ignoring rate=", replaced / Length[Flatten[data2D]] // N];

Chop[InverseFourier[ignorfftlist]]

]

2次元グレイスケールデータ takedataに対して閾値を 3%としたときの近似画像

は次のようにして得られる。この場合、棄却率は 0.437283となり、約 4割を越える

データが簡約される結果となる。

Image[approx2DdataByNeglectingSmallElements[takedata, 0.03]]

Ignoring rate=0.437283

図 5.7(1)∼(4)は、(1)棄却率を 0.03、(2)棄却率を 0.04、(3)棄却率を 0.06、(4)棄

却率を 0.08として得られる近似画像である。
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(1) (2)

(3) (4)

図 5.7 FFT した後の絶対値がその最大絶対値と比較して棄却率以下の相対

的に小さな要素をゼロとしてから逆変換して「圧縮」した近似画像。(1) 棄却

率 0.03 の結果（Ignoring rate=0.437283）. (2) 棄却率 0.04 の結果（Ignoring

rate=0.55475）. (3) 棄却率 0.06の結果（Ignoring rate=0.70905）. (4) 棄却率

0.08の結果（Ignoring rate=0.7994）.
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第 6章

Haar関数系

例 1.29で定義した Haarスケーリング関数 ϕと Haar wavelet関数 ψ を、一般的

立場から考察して、特別な性質をもつ直交関数系を構成してみよう。

6.1 Haarスケーリング関数と Haarウェーブレット関数

6.1.1 dyadic区間

定義 6.1 スケール j の k 番目の dyadic区間 Ij,k を次で定義する。

Ij,k =
[
2−jk, 2−j(k + 1)

)
(6.1)

注意 6.2 スケール j の長さ 2−j の dyadic区間 Ij,k は Rの分割を与えている：

R =
∪
k∈Z

Ij,k

dyadic区間の定義から、直ちに次の補題が成立する。

補題 6.3 与えられた j0, k0, j1 ̸= j0, k1 ̸= k1 ∈ Zについて、次の (1) または (2) の

どちらかが成り立つ。

(1) Iji,k1 ∩ Ij0,k0 = ϕ,

(2) Ij1,k1 ⊂ Ij0,k0 または Ij0,k0 ⊂ Ij1,k1

定義 6.4 あるスケール j の dyadic区間 Ij,k を

Ij,k = Iℓj,k ∪ Irj,k
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であるように、左右の細分区間を次で定義する。

Iℓj,k = Ij+1,2k,

Irj,k = Ij+1,2k+1.

定義 6.5 スケール j の diadic階段関数 f とは、f のサポートが次のように有限個

の dyadic区間

supf =
∪

k=k0,...,kn−1

Ij,k

であって、各 Ij,k 上で

f(x) = 一定, x ∈ Ij,k

であるような関数である。

注意 6.6 f(x)がスケール jの dyadic階段関数であれば、f はまたスケール j′(j′ ≧ j)

の dyadic階段関数でもある。

6.1.2 Haarスケーリング関数

例 1.29の Haarスケーリング関数を改めて定義しておこう。

定義 6.7 (Haarスケーリング関数)

ϕ(x) = χ[0,1)(x) =

®
1 0 ≦ x < 1

0 それ以外
(6.2)

注意 6.8 定義 6.1 の言葉をつかえば、ϕ(x) は dyadic 区間 I0,0 の端点 x = 0, 1 に、

ϕ(x− k)は区間 I0,k の端点 x = k, k+1に不連続点を持つ。また、ϕ(mx)は dyadic

区間 I0,m−1 上で値 1を取る。

定義 6.9 空間 V0 をスケール 0のコンパクトサポートを持つ diadic階段関数（整数

上で不連続点を持つ区分的な定数関数）全体で定義する。つまり

V0 = cl

{∑
k∈Λ

ckϕ(x− k) | ak ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span {ϕ(x− k)}k∈Λ .

演習 6.10 4ϕ(2x) + 2ϕ(2x− 1) + 2ϕ(2x− 2)− ϕ(2x− 3)の様子をグラフで表しな

さい。
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定義 6.11 Haarスケーリング関数 ϕ(x)と ϕ(x′)の内積を次で定義する。

⟨ϕ(x) |ϕ(x′)⟩L2 =

∫ ∞
−∞

ϕ(t)∗ϕ(t′) dt

演習 6.12 {ϕ(x− k)}k∈Z は V0 の正規直交関数系であることを示しなさい。

定義 6.13 空間 Vj をスケール 0のコンパクトサポートを持つ dyadic階段関数全体、

つまり

Vj = cl

{∑
k∈Λ

ckϕ(2
jx− k) | ck ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ϕ(2jx−k)}k∈Λ

で定義する。Vj をスケール j の近似空間（approximate space）という。節 6.2 の

Haar関数系および節 6.3の Haar近似関数と詳細関数再訪で、Vj への射影演算子に

ついて改めて考える。

定義 6.14 スケール j の Haarスケーリング関数 ϕj,k を、dyadic区間 Ij,k 上に値を

持つ規格化 ∥ϕj,k∥ = 1された関数

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k) (6.3)

として定義する。

定理 6.15 スケール j の Haarスケーリング関数系 {ϕj,k(x)}k∈Z は Vj の正規直交系

である。

証明

⟨ϕj,k(x) |ϕj,ℓ(x)⟩L2 =
¨
2j/2ϕ(2jx− k)

∣∣∣ 2j/2ϕ(2jx− ℓ)∂
L2

= 2j
∫ ∞
−∞

ϕ(2jx− k)∗ϕ(2jx− ℓ) dx = 2j · 1
2j
δkℓ

= δkℓ

■.

定理 6.16 V0 と Vj の要素の関係として次が成り立つ。

f(2jx) ∈ Vj であるときに限り、 f(x) ∈ V0,



170 第 6章 Haar関数系

逆に

f(2−jx) ∈ V0 であるときに限り、 f(x) ∈ Vj

証明 f(x) ∈ V0 ならば、f(x) =
∑

k ckϕ0,k(x)と表される。このとき、f(2
jx) =∑

k ckϕ0,k(2
jx) =

∑
k ckϕj,k(x)であるので、f(2

jx) ∈ Vj である。
同様に、f(x) ∈ Vj のとき、f(x) =

∑
k c
′
kϕj,k(x)と表される。このとき、f(2

−jx) =∑
k c
′
kϕj,k(2

−jx) =
∑

k c
′
kϕ0,k(x)であるので、f(2

−jx) ∈ V0 がいえた。 ■

定理 6.17 近似空間の列 V0, V1, . . . , Vj , . . . について

V0 ⊂ V1 ⊂ · · ·Vj ⊂ Vj+1 ⊂ · · · .

証明 注意 6.6から、∀f ∈ Vj は Vj+1 の要素でもあるので、Vj ⊂ Vj+1. ただし、

包含関係 ⊂は strictで Vj ⫋ Vj+1 である。実際、Vj+1 の要素であって Vj には属な

さい関数 f が存在する。たとえば、dyadic区間 Ij+1,0 上の関数 f(x) = ϕ(2j+1x)は

Vj+1 の要素であるが、Vj に属する dyadic区間 Ij,k 上の関数 ϕ(2jx− k)のいかなる
線形結合も ϕ(2j+1x)とはできないため、f ̸∈ Vj である。これより、Vj+1 から Vj を

取り去った Vj+1\Vj は空でないことがわかる。 ■

6.1.3 Haar wavelet関数

定理 6.17より、スケール j の Haarスケーリング関数が張る空間 Vj は Vj−1 を内

部に完全に含み、f ∈ Vj であるが f ̸∈ Vj−1 であるような関数が存在する。したがっ
て、空間 Vj は

Vj = Vj−1 ⊕Wj−1

と直和分解されるはずである。Wj−1 をスケール j − 1の詳細空間（detail space）と

いう。空間 Wj−1 が Vj 内で Vj−1 の直交補空間 V ⊥j−1 となるようにとれるかを検討

してみよう。簡単のためにスケール j = 1で考えてみる。

探している関数 ψ は、次のような条件を満たすものである。

(1) ψ ∈ V1、つまり ψ(x) =
∑

ℓ cℓϕ(2x− ℓ), cℓ ∈ R,
(2) ψ ⊥ V0、つまり ∀k について

∫
ψ(t)∗ϕ(t− k)dt = 0.
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すなわち、(1)から dyadic階段関数として階段幅が 1/2であり、(2)から ϕとの内積

が 0となるような ψ が求める関数である。いま、

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1)

と選んでみると

⟨ψ |ϕ⟩L2 =

∫ ∞
−∞

ψ(t)∗ϕ(t) dt =

∫ 1/2

0

dt−
∫ 1

1/2

dt = 1/2− 1/2 = 0

しかも、ψ(x)のサポート I0, は ϕ(x− k), k ̸= 0のサポート I0,k とは重ならないため

に、k ̸= 0について常に
∫
ψ(x− k)∗ϕ(x)dx = 0である。したがって V1 ∋ ψ は空間

V0 に直交、つまり ψ ∈ V ⊥0 であることがわかった。あらためて関数 ψ（既に例 1.29

で登場している）を定義しておこう。

定義 6.18 (Haar wavelet関数)

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1) (6.4)

演習 6.19 ψ(x− 1), ψ(x− 2), ψ(x− 3)のグラフを描いてみなさい。また、ψ(2x−
1), ψ(2x− 2), ψ(2x− 3)についてはどうか。

演習 6.20 ϕ(2x)を ϕ(x− k)と ψ(x− ℓ)の線形結合で表してみなさい。
（ヒント）補題 6.28参照。∑

k

⟨ϕ(x− k) |ϕ(2x)⟩L2 ϕ(x− k) + ⟨ψ(x− k) |ϕ(2x)⟩L2 ψ(x− k)

= ⟨ϕ(x) |ϕ(2x)⟩L2 ϕ(x) + ⟨ψ(x) |ϕ(2x)⟩L2 ψ(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2
ψ(x)

演習 6.21 f(x) = 2ϕ(4x) + 2ϕ(4x − 1) + ϕ(4x − 2) − ϕ(4x − 3)をグラフで表し、

f(x) = ψ(2x− 1) + 2ϕ(2x)、さらに f(x) = ψ(2x− 1) + ψ(x) + ϕ(x)と表されるこ

とを示しなさい。この事実は何を示しているかを説明しなさい。

定義 6.22 スケール j の Haar wavelet関数 ϕj,k を

ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k) (6.5)

で定義する。

演習 6.23 ψj,k(x)はスケール j + 1の dyadic階段関数

ψj,k(x) = 2j/2
(
χIj+1,2k

(x)− χIj+1,2k+1
(x)
)
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であり、

⟨ψj,k |ψj,k′⟩L2 = δkk′

であることを確かめなさい。

6.2 Haar関数系

dyadic区間 Ij,k 上で定義される Haarスケーリング関数 ϕj,k および Haar wavelet

関数 ψj,k をHaar関数系（Haar system）という。Haar系が構成する空間を詳しく

調べてみよう。

命題 6.24 V1 内の関数 f1(x) =
∑

k ckϕ(2x− k)が

f1 ⊥ V0, つまり、全ての ℓについて f1 ⊥ ϕ(x− ℓ)

であるのは、

c1 = −c0, c3 = −c2, . . . , c2ℓ+1 = −cℓ,

であるときに限る。

証明 V1 ∋ f1(x) =
∑

k ckϕ(2x − k)において、ϕ(2x − k)のサポートは dyadic

区間 I1,k、また ϕ(x− ℓ)のサポートは I0,ℓ であることを考慮すると

⟨f1(x) |ϕ(x− ℓ)⟩L2 =
∑
k

c∗k

∫ ∞
−∞

ϕ

Å
2(t− k

2
)

ã∗
ϕ(t− ℓ) dt

=
∑
ℓ

c2ℓ

∫ ℓ+ 1
2

ℓ

ϕ (2(t− ℓ))∗ ϕ(t− ℓ) dt

+ c2ℓ+1

∫ ℓ+1

ℓ+ 1
2

ϕ

Å
2(t− ℓ− 1

2
)

ã∗
ϕ(t− ℓ) dt

= 0 であるためには c2ℓ = −c2ℓ+1 に限る

したがって、

f1(x) =
∑
ℓ

c2ℓϕ(2x− ℓ) + c2ℓ+1ϕ(2x− ℓ− 1) =
∑
ℓ

c2ℓ [ϕ(2x− ℓ)− ϕ(2x− ℓ− 1)]

=
∑
ℓ

c2ℓψ(x− ℓ) ∈ V ⊥0 =W0
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■

これより、V1 ∋ f1(x)が V0 に直交するとき、f1 は

f1(x) =
∑
ℓ∈Z

c2ℓψ(x− ℓ) ∈W0 = V ⊥0

と表される。V1 内の関数が V0 に直交するのは、c2k を添字を付け替え改めて ck とし

て、その関数が
∑

k ckψ(x− k)と表されるときに限るのである。これより、

W0 = cl

{∑
k∈Λ

ckψ0,k(x) | ak ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ψ0,k(x)}k∈Λ

は、V1 における V0 の直交補空間 V ⊥0 =W0、つまり V1 = V0⊕W0 が示された。W0

をスケール 0の詳細空間という。この結果は次のように一般化される。

定理 6.25 スケール j の近似空間 Vj および詳細空間Wj を、それぞれコンパクトサ

ポートをもつ Haar wavelet関数系 {ϕj,k(x)}k および {ψj,k(x)}k が張る空間とする。

Vj = cl

{∑
k∈Λ

ckϕj,k(x) | ak ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ϕj,k(x)}k∈Λ,

(6.6)

Wj = cl

{∑
k∈Λ

dkψj,k(x) | bk ∈ R,Λは有限の整数集合

}
= span{ψj,k(x)}k∈Λ

(6.7)

このとき、Wj は Vj+1 における Vj の直交補空間で、次式が成立する。

Vj ⊥Wj ,

Vj+1 = Vj ⊕Wj .

証明 1) Wj の各関数は Vj の全ての関数に直交し、逆に、2) Vj に直交する Vj+1

の関数はWj に属することを示そう。

1) Wj の関数を g(x) =
∑

k dkψj,k(x)、また、f ∈ Vj とする。このとき、

⟨g | f⟩L2 =

∫ ∞
−∞

g(t)∗f(t) dt =

∫ ∞
−∞

(∑
k

2j/2dkψ(2
jt− k)

)∗
f(t) dt = 0

を示せばよい。
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さて、f(x) ∈ Vj より、定理 6.16から、f(2−jx) ∈ V0 である。したがって、

0 =

∫ ∞
−∞

(∑
k

dkψ(t− k)

)∗
f(2−jt) dt （ψ(x)は V0 に直交するから）

= 2j
∫ ∞
−∞

∑
k

d∗kψ(2
jy − k)∗f(y) dy （変数の置き換え y = 2−jtより）

= 2j/2
∫ ∞
−∞

g(y)∗f(y) dy.

これより、g は f ∈ Vj に直交することがわかり、1)が示された。

2) j = 0のときは既に命題 6.24の後で示した。一般の j についても同様である。 ■

図 6.1 スケール J の dyadic階段関数 fJ（青線）とスケール J−1の dyadic階段

関数 fJ−1（赤線）。dyiadic区間 IJ−1,k = IJ,2k∪IJ,2k+1で、fJ−1(x)は、fJ(x)の

IJ−1,k での左右区間上の値 cJ(2k)と cJ(2k+1)の平均値 1
2
(cJ(2k)+cJ(2k+1))

を取る。

定理 6.25を繰り返し適用すると、次のような Vj の直交分解を得る。



6.2 Haar関数系 175

系 6.26

Vj =Wj−1 ⊕ Vj−1
=Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ Vj−2
. . .

=Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ · · · ⊕WJ ⊕ VJ
. . .

=Wj−1 ⊕Wj−2 ⊕ · · · · · · ⊕W0 ⊕ V0 (6.8)

演習 6.27 この空間構造を多重化解像度解析（MRA: Multi Resolution Analysis）

という。この空間構造をよく理解しなさい。Fourier基底で張られる関数空間の分解

と比較して検討してみなさい。ここでは、Haar関数系をつかってMRAを構成した

わけだが、MRAを他の関数系を使って構成できるだろうかは、Wavelet解析におけ

る中核的課題である。

定理 6.25より次の補題が得られる。

補題 6.28 (分割補題) fJ(x) をスケール J の dyadic 階段関数とする。このとき、

fJ(x)は次のように分割される。

fJ(x) = wJ−1(x) + fJ−1(x),

ここで、fJ−1(x)はスケール J − 1での平均化関数（approximated function）とい

う。また、wJ−1(x)をスケール J −1の平均化に相補的な詳細関数（detail function）

といい、スケール J − 1の Haar waveletの関数

wJ−1 =
∑
k

dJ−1k ψJ−1,k(x), (6.9)

で表される。

証明 fJ(x)がスケール J の dyadic階段関数であることより、fJ(x)は区間 IJ,k

で一定値 cJ(k)を持つ、つまり、

fJ(x) =
∑
k

cJkχIJ,k(x), cJk = 2j
∫
Ij,k

f(t) dt

と表されると仮定する。各区間 IJ−1,k = IJ,2k ∪ IJ,2k+1 について、スケール J − 1
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の平均化関数値 fJ−1(x)を次で定義する。

fJ−1(x) =

ñ
2J−1

∫
IJ−1,k

fJ(t)dt

ô
χIJ−1,k

(x)

=

ñ
2J−1

Ç∫
IJ,2k

+

∫
IJ,2k+1

å
fJ(t)dt

ô
χIJ−1,k

(x)

=
1

2

(
cJ2k + cJ2k+1

)
χIJ−1,k

(x). (6.10)

図 6.1に示したように、区間 IJ−1,k 上で、fJ−1,k(x)は IJ−1,k の左右区間上の fJ(x)

の値の平均値を取る。

wJ−1(x) = fJ(x)−fJ−1(x)とする。注意 6.6から、wJ−1 もスケール J の dyadic

階段関数である。このとき、∫
IJ−1,k

wJ−1(t)dt =

∫
IJ−1,k

fJ(t)dt−
∫
IJ−1,k

fJ−1(t)dt

=

Ç∫
IJ,2k

fJ(t)dt+

∫
IJ,2k+1

fJ(t)dt

å
−
∫
IJ−1,k

fJ−1(t)dt

=
(
2−JcJ2k + 2−JcJ2k+1

)
− 2−(J−1)

1

2

(
cJ2k + cJ2k+1)

)
= 0

したがって、区間 IJ−1,k 上での詳細関数 wJ−1(x)は Haar wavelet関数 ψJ−1,k(x)

の倍数であらねばならず、(6.9)の形となる。 ■

補題の証明から、fJ(x) = wJ−1(x) + fJ−1(x)は、解像度 2−J の階段関数 fJ(x)が

2 倍幅の区間 IJ−1,k で平均化して得られる階段関数 fJ−1(x) と各区間 IJ−1,k での

平均値からのズレ（IJ−1,k = Ij,2k ∪ Ij,2k+1 の左右区間でプラスとマイナスがある）

を表す詳細関数 wJ−1(x)との和として表されることを示している。これがスケール

J − 1の平均化に付随する詳細関数 wJ−1 の意味である。

分割補題 6.28 を繰り返して適用すると、近似空間 VJ 内の関数 fJ は、スケール

j(j < J)までの平均化操作によって近似化した空間 Vj、および近似スケール j に至

るまでの詳細空間の列WJ−1,WJ−2, . . . ,Wj に fJ を正射影して得られる関数の和

fJ(x) = wJ−1(x) + wJ−2(x) + · · ·+ wj(x) + fj(x)

. . .

= wJ−1(x) + wJ−2(x) + · · · · · ·+ w0(x) + f0(x)
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と表すことができる。ここで、wn は fj の Haar wavelet 基底 {ψn,k} で張られる
詳細空間 Wn への正射影、fJ は fj の Haar スケーリング基底 {ϕJ,k} で張られる
近似空間 VJ への正射影で得られる関数である。こうした分解を Haar 分解（Haar

decomposition）あるいはHaarウエーブレット変換（Haar Wavelet transformation）

と言う。これについては節 6.3の近似関数と詳細関数再訪、および、節 6.4のWavelet

変換: 分解と再構成アルゴリズムで改めて取り上げる。

例 6.29 例 6.20では、χ[0,1/2) を ϕj,k と ψj,k を使って展開した。f(x) = χ[0,3/4)(x)

の場合を考えよう。区間 [0, 3/4)は dyadic区間であり、実際、[0, 34 ) = I1,0 ∪ I1,1 で
ある。I0,0 = [0, 1)以外では f(x) = 0 であるため、展開係数の候補となるのは区間

[0, 1)内の Dyadic区間上の ϕj,k と ψj,k との内積に限られる。

⟨f |ϕ0,0⟩L2 = 3/4、k ̸= 0 について ⟨f |ϕ0,k⟩L2 = 0. また、Ij,k ⊂ [0, 3/4) およ

び Ij,k ⊂ [3/4, 1) であるような j, k、すなわち 2 ≦ j と 0 ≦ k ≦ 2j − 1 について

⟨f |ψj,k⟩L2 = 0. したがって、⟨f |ψ0,0⟩L2 = 1/4と ⟨f |ψ1,1⟩L2 = 2−3/2 だけが非零

である。結局、

χ[0,3/4)(x) = 2−3/2ψ1,1(x) +
1

4
ψ0,0(x) +

3

4
ϕ0,0(x).

演習 6.30 f(x) = χ[0,11/16)(x)を Haar分解しなさい。

例 6.31 f(x) = χ[0,2/3)(x)の Haar分解を考えよう。⟨f |ϕ0,0⟩L2 = 2/3、j, k ̸= 0に

ついて ⟨f |ϕ0,k⟩L2 = 0. 区間 [0, 2/3)は dyadic区間ではないことに注意しよう。そ

の結果、全てのスケール j ≧ 0で ψj,k(x)の係数があり得る。ただし、⟨f |ψj,k⟩L2 が

非零となるのは、各スケール j ≧ 0で 2/3を含む唯一つの kj の dyadic区間 Ij,kj だ

けである。したがって

χ[0,2/3)(x) =
∞∑
j=0

cj(kj)ψj,kj
(x) +

2

3
ϕ0,0(x)

=
∞∑
j=0

cjkj
ψ(2jx− kj) +

2

3
ϕ(x), cjkj

= 2j/2cj(kj)

と表される。

演習 6.32 f(x) = χ[0,2/3)(x) の Haar 分解において、cj(kj) および c′j(kj) の値を

j = 0, 1, 2, 3, 4, 5について求めなさい。

近似空間 {Vj}および詳細空間 {WJ}の直交性は次の定理として表される。
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定理 6.33 (Haar系の正規直交性)

(1) WJ を張るスケール J の Haar wavelet系 {ψJ,k(x)}k∈Z はWJ の正規直交系

である。

(2) VJ およびWJ を張るスケール J の組 {ϕJ,k, ψJ,k′}k,k′∈Z は R上の正規直交系
で、VJ ⊥WJ .

(3) {Wj} を張る各スケール j の Haar wavelet 系 {ψj,k(x)}k∈Z は R 上の正規直
交系で、j ̸= j′ について互いにWj ⊥Wj′ .

(4) スケール J の Haar系 {ϕJ,k, ψj,k′(x)}j≧J,k,k′∈Z は R上の正規直交系である。
VJ を張る Haar スケーリング基底のスケールは J、一方、wavelet 基底のス

ケール j は J 以上（J ≦ j）であることに注意。

証明 1) まず、与えられたスケール J での直交性を示す。k, k′ ∈ Z に対する
dyadic区間 IJ,k, IJ,k′ について

IJ,k ∩ IJ,k′ =

®
0, k ̸= k′

IJ,k k = k′

であることより

⟨ψJ,k |ψJ,k′⟩L2 =



∫
R
ψJ,k(t)

∗ψJ,k′(t) dt = 0 k ̸= k′

∫
R
|ψJ,k(t)|2 dt = 1 k = k′.

2) 定理 6.25である。

3) スケール間の直交性を示す。k, k′ ∈ Z, j > j′ のとき、補題 6.3から、次の 3通り

を考えればよい。

(1) Ij,k ∩ Ij′,k′ = ϕのとき

⟨ψj,k |ψj′,k′⟩L2 = 0.

(2) Ij,k ⊂ Iℓj′,k′ のとき、Iℓj′,k′ 上で ψj′,k′ = 1. よって、

⟨ψj,k |ψj′,k′⟩L2 =

∫
Ij,k

ψj,k(t)
∗ψj′,k′(t) dt =

∫
Ij,k

ψj,k(t)dt = 0.
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(3) Ij,k ⊂ Irj′,k′ のとき、Irj′,k′ 上で ψj′,k′ = −1. よって、

⟨ψj,k |ψj′,k′⟩L2 =

∫
Ij,k

ψj,k(t)
∗ψj′,k′(t) dt = −

∫
Ij,k

ψj,k(t)dt = 0.

(4) j ≧ J について、ϕJ,k(x) と ψj,k(x) の diadic 区間をしらべることによって、

命題 6.24や 3)と同様にして、k, k′ ∈ Z, j ≧ J に対して

⟨ϕJ,k |ψj,k′⟩ =
∫
R
ϕJ,k(t)

∗ψj,k′(t) dt = 0.

■

6.3 Haar近似関数と詳細関数再訪

節 1.3では直交系と直交射影の方法を紹介した。節 6.2で、近似空間 Vj を階層的

に直和分解することによって（定理 6.25）関数を近似する方法を紹介した。この方法

は、Fourier基底を使う関数の近似法とはまったく別種の正規直交系の構成に基づい

ている。

6.3.1 Haar近似関数

定義 6.34 与えられたスケール j ∈ Zに関する近似空間 Vj = span {ϕj,k(x)}k∈Z へ
の関数 f の射影演算子 Pj を次で定義する。

Pjf(x) =
∑
k

⟨ϕj,k | f⟩L2 ϕj,k(x) (6.11)

Pjf(x)を f のスケール j による Haar平均化関数という。

注意 6.35 {ϕj,k(x)}が R上の正規直交系より、dyadic階段関数 Pjf(x)は L2 の意

味で f(x)を最良近似する Vj 内の関数である。ϕj,k(x) = 2j/2χIj,k(x)に注意すると

⟨ϕj,k | f⟩L2 ϕj,k(x) = 2j ⟨ϕ(2jx− k) | f⟩L2 ϕ(2
jx− k)

= 2j
Ç∫

Ij,k

f(t)dt

å
χIj,k(x)

であるので、Pjf(x)は dyadic区間 Ij,k 上で平均された値を取ることから、Vj を平

均化空間というのである。スケール j の Pjf(x) の解像度は dyadic 区間 Ij,k の幅
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2−j であり、その区間上における f(x)の値は近似値 ⟨ϕj,k | f⟩L2 で置き換えられてし

まい、f の詳細は失われてしまう。

まず、射影演算子 Pj の性質を調べておこう。

補題 6.36

(1) Pj は線形演算子である。つまり、f(x), g(x)および α, β ∈ Cについて

Pj(αf + βg)(x) = αPjf(x) + βPjg(x).

(2) Pj のベキ等性（idenpotent）P 2
j = Pj、つまり

Pj(Pjf)(x) = Pjf(x).

(3) スケール j′ ≧ j の Pj′ と f ∈ Vj について

Pj′f(x) = Pjf(x).

(4)

∥Pjf∥L2 ≦ ∥f∥L2 .

証明 (1), (2) は Pj の定義から明らか。(3)は、(2)と g ∈ Vj のとき Pjg = g で

あること、および注意 6.6からわかる。

(4) {ϕj,k(x)}k∈Z が正規直交系であることから

∥Pjf∥L2 =

∫
R

∣∣∣∣∣∑
k

⟨f |ϕj,k⟩L2 ϕj,k(t)

∣∣∣∣∣
2

dt

=
∑
k

| ⟨f |ϕj,k⟩L2 |2 =
∑
k

∣∣∣∣∣2j/2
∫
Ij,k

f(t)dt

∣∣∣∣∣
2

.

さらに Cauchy-Schwarzの不等式から∣∣∣∣∣2j/2
∫
Ij,k

f(t)dt

∣∣∣∣∣
2

≦
Ç∫

Ij,k

2jdt

åÇ∫
Ij,k

|f(t)|2dt
å

=

∫
Ij,k

|f(t)|2dt.

したがって、

∥Pjf∥L2 ≦
∑∫

Ij,k

|f(t)|2dt =
∫
R
|f(t)|2dt = ∥f∥2L2 .

■
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補題 6.37 R上の連続関数 f に対して

(1)

lim
j→∞

∥Pjf − f∥L2 = 0,

(2)

lim
j→−∞

∥Pjf∥L2 = 0.

証明 (1) f(x)が長さ 2N の区間 I で定義されているとする（コンパクトサポー

ト）。このとき、ある整数 J と関数 g ∈ VJ があって

∥f − g∥∞ = max
x
|f(x)− g(x)| < ε√

2N+2

とすることができる。j > J について、補題 6.36(3) より、Pjg(x) = g(x) である。

Minkowskiの不等式と補題 6.36(4)から

∥Pjf − f∥L2 ≦ ∥Pjf − Pjg∥L2 + ∥Pjg − g∥L2 + ∥g − f∥L2

= ∥Pj(f − g)∥L2 + ∥g − f∥L2 ≦ 2∥g − f∥L2

一方、

∥g − f∥2L2 =

∫
I

|g(t)− f(t)|2dt <
∫
I

ε2

2N+2
dt =

ε2

4

から ∥g − f∥L2 < ε
2 を得る。したがって

∥Pjf − f∥L2 < 2∥g − f∥L2 < ε.

(2) f(x)は区間 I 上のコンパクトサポートであるので、I ⊂ I−j,k であるようなある

Dyadic区間 I−j,k が存在して、

Pjf(x) = 2−j
Ç∫

I−j,k

f(t)dt

å
χI−j,k

(x)

となる。したがって

∥Pjf∥2L2 → 0, (j → −∞).

■
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6.3.2 Haar詳細関数

定義 6.38 R上の関数 f に関するスケール j の Haar詳細演算子 Qj を

Qjf(x) = Pj+1f(x)− Pjf(x). (6.12)

詳細演算子Qj は f をどのような関数へ射影するかについて、次の補題が成立する。

補題 6.39 R上のコンパクトサポートな連続関数 f に対して、Qjf(x)は次の関数と

して表される。

Qjf(x) =
∑
k

⟨ψj,k | f⟩L2 ψj,k(x). (6.13)

証明 与えられたスケール j の dyadic区間上の x ∈ Ij,k で

Pjf(x) = 2j
∫
Ij,k

f(t)dt.

また、Ij,k はスケール j + 1の区間 Iℓj,k = Ij+1,2k および Irj,k = Ij+1,2k+1 によって

Ij,l = Iℓj,k ∪ Irj,k であることから、

Pj+1f(x) =

2j+1
∫
Iℓ
j,k

f(t)dt, x ∈ Iℓj,k,

2j+1
∫
Ir
j,k

f(t)dt, x ∈ Irj,k

であることに注意する。

ψj,k(x) =


2j/2, x ∈ Iℓj,k,
−2j/2, x ∈ Irj,k,
0, それ以外

を使うと、x ∈ Iℓj,k について

Qjf(x) = Pj+1f(x)− Pjf(x)

= 2j

(
2

∫
Iℓ
j,k

f(t)dt−
∫
Iℓ
j,k

f(t)dt−
∫
Ir
j,k

f(t)dt

)

= 2j

(∫
Iℓ
j,k

f(t)dt−
∫
Ir
j,k

f(t)dt

)
= 2j/2 ⟨ψj,k | f⟩ .
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一方、x ∈ Irj,k については

Qjf(x) = 2j

(
−
∫
Iℓ
j,k

f(t)dt+

∫
Ir
j,k

f(t)dt

)
= −2j/2 ⟨ψj,k | f⟩

である。したがって、区間 Ij,k 上で

Qjf(x) = ⟨ψj,k | f⟩L2 ψj,k(x)

となる。 ■

スケール j の射影演算子 Qj の性質をまとめておこう。

補題 6.40 (1) Qj は線形演算子である。つまり、f(x), g(x)および α, β ∈ Cにつ
いて

Qj(αf + βg)(x) = αQjf(x) + βQjg(x).

(2) Qj のベキ等性（idenpotent）Q2
j = Qj、つまり

Qj(Qjf)(x) = Qjf(x).

(3) スケール j′ ̸= j の Qj′ と f ∈Wj について

Qj′g(x) = 0.

(4)

∥Qjf∥L2 ≦ ∥f∥L2 .

証明 補題 6.36の証明、およびWj の基底関数 ψj,k の性質を使う。 ■

定理 6.33の Haar系の正規直交性をつぎのように射影演算子 Pj と Qj を使って精

密化することができる。

定理 6.41 (Haar系の完全正規直交性) スケール J のHaar系 {ϕJ,k(x), ψj,k(x) | j ≧
J}k∈Z は R上の完全正規直交系である。
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証明 定理 6.33の (4)で正規直交性を示した。完全性を示すには、Rの上のコン
パクト連続関数 f が

f(x) ∈ span{ϕJ,k, ψj,k}j≧J,k∈Z

をいえばよい。ε > 0とすると、ある整数 N があって ∥PNf − f∥L2 < εとできるこ

とから、N > J と取る。定義式 (6.12)より

N−1∑
j=J

Qjf(x) =
N−1∑
j=J

Pj+1f(x)− Pjf(x)

= PNf(x)− PJf(x)

これより、補題の式 (6.13)から

PNf(x) =
N−1∑
j=J

∑
k∈Λ

⟨ψj,k | f⟩ψj,k(x) +
∑
k∈Λ

⟨ϕj,k | f⟩ϕj,k(x)

ここで、f がコンパクトサポートであるので Λは有限集合である。したがって、

PNf(x) ∈ span{ϕJ,k, ψj,k}j≧J,k∈Z

および ∥PNf − f∥L2 < εが示され、完全性が証明された。 ■

さらに、次も成立する。

定理 6.42 Haar系 {ψj,k(x)}j,k∈Z は R上の完全正規直交系である。

証明 定理 6.33の (3)で正規直交性を示した。完全性を示すには、R上のコンパ
クトな連続関数 f について

f(x) ∈ span{ψj,k}j,k∈Z

をいう。任意のスケール J ∈ Nについて、定義式 (6.12)より

J−1∑
j=−J

Qjf(x) =
J−1∑
j=−J

Pj+1f(x)− Pjf(x)

= PJf(x)− P−Jf(x)
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補題 6.37から

lim
J→∞

∥PJf − f∥L2 + ∥P−Jf∥L2 = 0

Minkowskiの不等式を使うと

lim
J→∞

∥∥∥∥∥∥f −
J−1∑
j=−J

Qjf

∥∥∥∥∥∥
L2

= lim
J→∞

∥f − PJf + P−Jf∥L2

≦ lim
J→∞

∥PJf − f∥L2 + ∥P−Jf∥L2 = 0.

また、f がコンパクトサポートであることから Λを有限集合として

J−1∑
j=−J

Qjf(x) =
J−1∑
j=−J

∑
k∈Λ

⟨ψj,k | f⟩ψj,k(x)

である。したがって

J−1∑
j=−J

Qjf(x) ∈ span{ψj,k}j,k∈Z

より、完全性が証明できた。 ■

注意 6.43 定理 6.42から、R上の L2 関数 f を形式的に

f(x) =
∑
j

∑
k

⟨ψj,k | f⟩ψj,k(x)

と表してみる。このとき、両辺を積分すると∫
R
f(x)dx =

∫
R

∑
j

∑
k

⟨ψj,k | f⟩ψj,k(x)dx

=
∑
j

∑
k

⟨ψj,k | f⟩
∫
R
ψj,k(x)dx = 0

となって、R上の L2 関数 f はすべて
∫
R f(x)dx = 0であることになる。この間違い

は、可積分性や滑らかさやコンパクトサポートなど f について何も仮定されていない

ことからくる。

次を証明抜きで述べておこう。
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定理 6.44 空間 L2(R)は次の無限直和として分解される。

L2(R) = V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕ . . . .

この分解に応じて、各 f ∈ L2(R)は

f = f0 +
∞∑
j=0

wj

と一意に表される。

6.4 Wavelet変換： 分解と再構成アルゴリズム

分割補題 6.28 の言葉をつかうと、スケール J の階段関数 PJf(x) は解像度

2−j(j < J) までの階段関数を使って次のように分解することができる。この操作

をウェーブレット分解（wavelet decomposition）またはウェーブレット変換（wavelet

transformation）という。

PJf(x) = QJ−1f(x) +QJ−2f(x) + · · ·+Qjf(x) + Pjf(x)

= QJ−1f(x) +QJ−2f(x) + · · · · · ·+Q0f(x) + P0f(x) (6.14)

ここで、関数 Pjf は

Pjf(x) =
∑
k

⟨ϕj,k | f⟩L2 ϕj,k(x)

=
∑
k

2j ⟨ϕ(2jx− k) | f⟩ϕ(2jx− k) =
∑
k

Ç
2j
∫
Ij,k

f(t) dt

å
ϕ(2jx− k)

(6.15)

は解像度 2−j(j < J)の階段関数であり、解像度を細かくすれば（より大きなスケー

ル J とすれば）f(x)の特長をよりよく近似すると考えることができる（補題 6.37参

照）。ただし、PJf(x)を得るにはまず係数 ⟨ϕJ,k | f⟩L2 = 2J
∫
IJ,k

f(x)dxを計算しな

ければならない。しかし、以下でみるように、式 (6.14)の右辺にある関数（Haar関

数の係数）を求めるために、実際上は必ずしもこうした積分計算をする必要はない。

多くの応用では、コンパクトサポート、たとえば区間 [a, b)上の関数 f を考える。

このとき、区間 [a, b]から [0, 1)への同相写像を τ : x 7→ x−a
b−a としたとき次の可換関
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図 6.2 スケール j の dyadic 区間 Ij,k 上の関数 f の平均化値 2j
∫
Ij,k

f(x)dx

と両端点での標本値 f( k
2j
) および f( k+1

2j
). f が Ij,k 上で単調なとき、f( k

2j
) <

2j
∫
Ij,k

f(x)dx < f( k+1
2j

)となる。

係

[a, b)
f−−−−→ [a, b)

τ

y yτ

[0, 1) −−−−→
f̃

[0.1)

(6.16)

より、[a, b)上の関数 f を [0, 1)上の関数 f̃ = τ ◦ f ◦ τ−1 と自然に同一視することが
できる。コンパクトサポート [a, b)上の関数をこの同一視によって [0, 1)上の関数と

して取り扱うと計算上都合がよい。

一方、関数 f を x = . . . ,−2/2j ,−1/2j , 0, 1/2j , 2/2j , . . . といった幅 2−j の dyadic

区間 {Ij,k}k∈Z の端点で関数値を標本化 {f
(

k
2j

)
}k することがある。幅 |∆x| = 1

2j

を持つ間隔 ∆x で関数値を標本化することによって関数 f が十分正しく近似できる

（Shannon-Whittakerの標本化定理 3.38）。帯域制限のある信号 f の最大周波数の 2

倍の周期幅（Nyquist周期）で標本化した離散信号列 f = (f0f1 . . . fN−1)から信号

f が完全に再現されるからである。

したがって以降では、コンパクトサポートを持つ関数 f(x)においては、区間 [0, 1)

上の関数 f̃(x)と同一視した上で、式 (6.15)の Pj f̃(x)を計算するのではなく解像度

2−j で標本化して得られた 2j 個の関数値の組 {cjk}k=0,...,2j−1 で定義される次の階段
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関数 fj(x)を考え、これを解像度 2−j による関数 f の近似 Pjf とする。

Pjf(x) ∼ fj(x) =
2j−1∑
k=0

cjkϕ(2
jx− k) =

2j−1∑
k=0

f

Å
k

2j

ã
ϕ(2jx− k).

6.4.1 ウェーブレット変換の分解アルゴリズム

Haarスケーリング関数 ϕと wavelet関数 ψ との関係

ϕ(2x) =
ψ(x) + ϕ(x)

2

ϕ(2x− 1) =
ϕ(x)− ψ(x)

2

をつかって、ただちに次の関係を得る。

補題 6.45

ϕ(2jx) =
ψ(2j−1x) + ϕ(2j−1x)

2
(6.17)

ϕ(2jx− 1) =
ϕ(2j−1x)− ψ(2j−1x)

2
(6.18)

一般に

ϕ(2jx− 2k) =
ψ(2j−1x− k) + ϕ(2j−1x− k)

2
(6.17′)

ϕ(2jx− 2k − 1) =
ψ(2j−1x− k)− ϕ(2j−1x− k)

2
(6.18′)

分割補題 6.28 は次のようにウェーブレット変換における Haar 分解係数の関係を

与える。

演習 6.46 補題 6.45を使って、例 6.21で取り上げた f(x) = 2ϕ(4x)+ 2ϕ(4x− 1)+

ϕ(4x− 2)− ϕ(4x− 3)を Haar分解して、f(x) = ψ(2x− 1) + ψ(x) + ϕ(x)となる

ことを示しなさい。

定理 6.47 (Haar分解定理) スケール j の関数を

fj(x) =
∑
k

cjkϕ(2
j − k) ∈ Vj
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とする。このとき、関数 fj は分割補題 6.28より

fj(x) = wj−1(x) + fj−1(x),

と分解されて、

wj−1(x) =
∑
k

dj−1k ψ(2j−1x− k) ∈Wj−1,

fj−1(x) =
∑
k

cj−1k ϕ(2j−1x− k) ∈ Vj−1

である。ここで、

cj−1k =
cj2k + cj2k+1

2
, (6.19)

dj−1k =
cj2k − c

j
2k+1

2
. (6.20)

証明

fj =
∑
k

cjkϕ(2
j − k)

=
∑
k

cj2kϕ(2
jx− 2k) +

∑
k

cj2k+1ϕ(2
jx− 2k − 1)

と添字についての和を偶数と奇数にわけて考え、補題 6.45を使うと

fj(x) =
∑

cj2k
ψ(2j−1x− k) + ϕ(2j−1x− k)

2
+
∑
k

cj2k+1

ϕ(2j−1x− k)− ψ(2j−1x− k)
2

=
∑
k

Ç
cj2k − c

j
2k+1

2

å
ψ(2j−1x− k) +

Ç
cj2k + cj2k+1

2

å
ϕ(2j−1x− k)

= wj−1(x) + fj−1(x).

■

信号 f を離散化してスケール J の解像度 2−J で標本化し、係数 {cJk = f
(

k
2J

)
}k

によって階段関数 fJ(x)をひとたび定めると、分解定理 6.47を繰り返し適用して得

られる Haar分解

fJ = wJ−1 + wJ−2 + · · ·+ w0 + f0
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の係数はスケール J における初期係数の組 {cJk}だけから

cJkJ
→ · · · → cjkj

→ cj−1kj−1
· · · → c00

↘ · · · ↘ djkj
↘ dj−1kj−1

· · · ↘ d00

(6.21)

のような形で段階的に決定できる。{cjk} → {c
j−1
k } ∪ {dj−1k } を 1 段階 wavelet 変

換（1-step wavelet transformation）と呼ぼう。

係数の個数は #{cjk} = #{cj−1k }+ #{dj−1k }と 1段階 wavelet変換では変わらない

こと、また平均化係数は {cjk} → {c
j−1
k }で個数は半分になることに注意する。した

がって、最初の標本数 2J とすると、段階 j(J−1 ≧ j ≧ 0)までに得られる全ての係数

の集合
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
の要素数は同じである。実際、0 ≦ kj ≦ 2j − 1

であることに注意すると、段階 j までに得られた係数集合の要素数における関係次の

ようにである。

#{cJkJ
} = #{cJ−1kJ−1

}+
J−1∑
s=j

#{dsks
}+ #{cjkj

}

= 2J−1 +

(
J−1∑
s=j

2s

)
+ 2j

= 2J .

こうして段階 j(J − 1 ≧ j ≧ 0) までに得られた Haar 関数系の係数の組¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
から階段関数

wj =
2j−1∑
kj=0

djkj
ψ(2jx− kj),

fj =
2j−1∑
kj=0

cjkj
ϕ(2jx− kj)

を計算することによって、離散標本値関数 fJ は

fj = wj−1 + · · ·+ wj + fj

と分解することができる。
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6.4.2 ウェーブレット逆変換の再構成アルゴリズム

節 6.4.1 のウェーブレット変換の分解アルゴリズムでみたように、関数 f を

欲するスケール J で標本化（離散化）して得られた係数の組 {cJk}k から、fJ を
wJ−1 + · · ·+ w0 + f0 と dyadic階段関数の和として表すための係数 c00（f0 の係数）

および詳細化係数集合の組 {djℓ}0≦j<J−1,ℓ=0,...,2j−1（詳細関数 {wj}の係数）が得ら
れる。これがウェーブレット変換である。この過程は逆にたどることができ、その操

作をウェーブレット逆変換（inverse wavelet transformation）という。

信号処理とは、関数 fJ（これは f と同一視しているのだが）を処理目的に応じ

て関数 f ′J として近似する操作である。処理目的として、たとえば、ノイズの除

去やデータ圧縮がある。したがって、Haar 分解における信号処理とは、係数集合

{c0k}k, {d
j
ℓ}0≦ℓ<J,k を目的に応じて別の係数集合、{c0k}k および {d

′j
k }0≦j<J,k に置き

換えることによって近似関数 f ′J を構成することに他ならない。これをウェーブレッ

ト逆変換にともなう再構成アルゴリズムという。

補題 6.45はスケール j の Haar関数を一段粗いスケール j− 1の関数で表す関係式

である。この関係は可逆な関係

ϕ(x) = ϕ(2x) + ϕ(2x− 1)

ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1)

にあり、次の補題が成立する。

補題 6.48

ϕ(2j−1x) = ψ(2jx) + ϕ(2jx− 1) (6.22)

ψ(2j−1x) = ϕ(2jx)− ϕ(2jx− 1) (6.23)

定理 6.49 (Haar再構成定理) スケール J の関数 fJ が fJ = wJ−1 +wJ−2 + · · ·+
w0 + f0 と分解できて

wj(x) =
∑
k

djkψ(2
jx− k) ∈Wj , 0 ≦ j < J

f0(x) =
∑
k

c0kϕ(x− k)

であるとする。このとき、fJ は

fJ(x) =
∑
ℓ∈Z

cJℓ ϕ(2
Jx− ℓ) ∈ VJ
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と再構成できる。ここで、cjℓ は j = 1から j = J まで次のアルゴリズムによって再

帰的に定められる。

cjℓ =


cj−1k + dj−1k , ℓ = 2k が偶数,

cj−1k − dj−1k , ℓ = 2k + 1が奇数.

(6.24)

証明 補題 6.48を使うと

f0(x) =
∑
k

c0kϕ(x− k)

=
∑
k

c0k

(
ϕ(2x− 2k) + ϕ(2x− 2k − 1)

)
=
∑
ℓ

c̃1ℓϕ(2x− ℓ)

ただし、

c̃1ℓ =

®
c0k, ℓ = 2k が偶数

c0k, ℓ = 2k + 1が奇数.

同様にして、

w0(x) =
∑
k

d0kψ(x− k)

=
∑
k

d0k

(
ϕ(2x− 2k)− ϕ(2x− 2k − 1)

)
=
∑
ℓ

d̃1ℓϕ(2x− ℓ)

ただし、

d̃1ℓ =

®
d0k, ℓ = 2k が偶数

−d0k, ℓ = 2k + 1が奇数.

したがって

f0(x) + w0(x) =
∑
ℓ

c1ℓϕ(2x− ℓ)
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とすると

c1ℓ = c̃1ℓ + d̃1ℓ


c0k + d0k, ℓ = 2k が偶数

c0k − d0k, ℓ = 2k + 1が奇数.

を得る。さらに、w1 =
∑

k d
1
l ψ(2x− k)についても同様に考えると

f2(x=f0(x) + w0(x) + w1(x) =
∑

ℓc2ℓϕ(2
2x− ℓ)

として

c2ℓ = c̃2ℓ + d̃2ℓ


c2k + d2k, ℓ = 2k が偶数

c2k − d2k, ℓ = 2k + 1が奇数.

を得る。この過程を fJ = fJ−1 + wJ−1 まで再帰的に繰り返して結果を得る。 ■

6.4.3 具体例

次の関数を考えてみよう。

f(x) = sin(2x) cos
(
x3
)
+

Å
sin(110(x− 2))

110(x− 2)

ã2
−
Å
sin(95(x− 1))

95(x− 1)

ã2
(6.25)

区間 [0, π]での様子（図 6.3）を観察すると、狭い区間での急激な関数値の変化（ス

パイク）が二箇所 x = 1および x = 2の付近にあることがわかる。

区間 [0, π) を N = 28 = 254 個のスケール J = 8 の dyadic 区間 {I8,k}k に
分割し、その左端 x = k

28 , (k = 0, . . . , 28 − 1) で標本化した関数値の組を {c8k =

f
(

k
28

)
}k=0,...,28−1 とする。Mathematicaは、段階 j のスケーリング関数 ϕ(2jx−k)

を HaarScale[x, j, k]、[0, π]上の関数 f(x)を式 (6.16)の意味で [0, 1]上の関数

f̃(x)として同一視して spiked[x]で定義しておくと、標本値の組 {c8k}を coeffと

して求めて次のようにしてスケール J = 8の階段関数 f8(x)を表示できる。ここで、

Mathematicaの添字が 1から始まることを考慮して、coeff[k + 1]としているこ

とに注意しよう。

HaarScale[x_Real, j_Integer, k_Integer] :=

If[x < k/2^j || (k + 1)/2^j < x, 0, 1]

j=8;
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(a)

(b)

図 6.3 (a) f(x) = sin(2x) cos
(
x3
)
+
Ä

sin(110(x−2))
110(x−2)

ä2
−
Ä

sin(95(x−1))
95(x−1)

ä2
の区

間 [0, π]での様子。狭い区間での急激な関数値の変化（スパイク）が二箇所 x = 1

および x = 2の付近に見られる。

(b) 区間 [0, π) を 28 個に分割して各左端で標本化した値 {f
(
kπ
28

)
}k=0,...,28−1 を

区間 [0, 1) 上の関数 f̃(x) と同一視するために f(πx) の解像度 2−8 での標本値と

した階段関数 f8(x)の様子。

coeff = Table[N[spiked[t]], {t, 0, Pi, Pi/(2^j - 1)}];

spiked[x_Real] := Sum[coeff[[k + 1]] HaarScale[x, j, k], {k, 0, 2^j - 1}]

Plot[dspiky[x], {x, 0, 1}]

このとき、スケール J = 8 の標本値の組 {c8k} から、奇数番目の係数リストを
oddCoeff、偶数番目の係数リストをevenCoeffとして、段階 J − 1 = 7の平均化関
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(7a) (7b)

図 6.4 (7a) 式 (6.25)の関数をスケール J = 8で標本化した階段関数 f8 の平均

化関数 f7(x)と (7b) 詳細化関数 w7(x). この図では w7(x)の一部の値が図範囲を

越えている。

数 f7(x) を averaged[x]、詳細関数 w7(x) を detailed[x] としたとき、これらを

次のように求めることができる。ただし、Mathematicaの添字が 1から始まること

から、0 から添字が始まるリスト even と oddにおける even - odd はMathematica

では odd - even となることに注意する。また、[[...]]内の添字指定 i;;j;;2 は、

iから j までのステップ 2でリスト要素を取り出すMathematica記法である。

Haarwavelet[x_Real, j_Integer, k_Integer] :=

HaarScale[x, j + 1, 2 k] - HaarScale[x, j + 1, 2 k + 1]

oddCoeff = coeff[[1 ;; Length[coeff] ;; 2]];

evenCoeff = coeff[[2 ;; Length[coeff] ;; 2]];

aveCoeff = (evenCoeff + oddCoeff)/2;

diffCoeff = (oddCoeff - evenCoeff)/2;

detailed7[x_Real] :=

Sum[diffCoeff[[k + 1]] Haarwavelet[x, 7, k], {k, 0, 2^7 - 1}]

averaged7[x_Real] :=

Sum[aveCoeff[[k + 1]] HaarScale[x, 7, k], {k, 0, 2^7 - 1}]
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(6a) (6b)

(5a) (5b)

(4a) (4b)

(3a) (3b)

図 6.5 式 (6.25) の関数をスケール J = 8 で標本化した階段関数 f8 の平均化関

数と詳細関数。 （6）f6 と w6, （5）f5 と w5,（4）f4 と w4, （3）f3 と w3.
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(2a) (2b)

(1a) (1b)

(0a) (0b)

図 6.6 式 (6.25) の関数をスケール J = 8 で標本化した階段関数 f8 の平均化関

数と詳細関数。 （2）f2 と w2, （1）f1 と w1,（0）f0 と w0.

段階 j = 7 での関数の和 detailed7[x] + averaged7[x] は元の関数

dspiked[x] となる（図 6.16(b) と図 6.4 とを比較）。同様な手順によって、段階

j = 6 ∼ 0までの平均化関数と詳細関数を図 6.5および図 6.6に示した。

平均化関数 {fℓ}だけを観察してみよう。標本化から得られた dyadic区間 I8,k 上

の階段関数 f8 は、f7 では倍の dyadic区間 I7,k = I8,2k ∪ I7,2k+1 上で左右区間にお

ける係数 c82k と c82k+1 の平均値
1
2 (c

8
2k + c82k+1)を取る。f6 ではさらに倍の区間上で

隣り合う係数の平均値 1
2 (c

7
2k′ + c72k′+1)というように、f5, f4, f3, f2, f1 と次々に階段

の幅が倍々に広がっていく。f0 に至っては全区間 [0, 1)での平均値となっている（図



198 第 6章 Haar関数系

6.16と図 6.6の (6-0a)）。解像度 2−ℓ を持つスケール ℓが小さい fℓ になるにつれて、

元の関数 f の近似は粗くなって、f0 で平ら（全区間平均）になってしまう。

一方、関数 f の粗視化を逆に辿ると、図 6.6(0) で f0 + w0 が (1) の f1 になるこ

と、(2)で f1 +w1 が (2)の f2 となることがその数値からも確かめられる。これが再

構成アルゴリズムで、fℓ+1 = fℓ + wℓ(0 ≦ ℓ < j)を与えている。

演習 6.50 図 6.3、図 6.4、図 6.5および図 6.6を描いてみなさい。

（ヒント）：与えられたスケール J の関数 fJ の Haar 分解 fJ = wJ−1 +

· · · + wJ−k + fJ−k において、fJ−k(x) =averagedHaarScaling[x, k] および

wJ−k(x) =HaarWaveletElement[x, k] の計算のために次のように Mathematica

関数を定義してもよい（ただし、スケール J の係数の組 {cJk} = coeffが与えられて

いて段階 J − k の Haar分解係数リスト {cJ−kℓ }, {dJ−kℓ }を得て関数 fJ−k, wJ−k を

構成するために 1 ≦ k ≦ J の範囲で引数 k が与えられている）。ただし、このやり方

はたいへん効率が悪く、逐次的に求められる途中の段階 0 ≦ j ≦ J − k の係数 {cjℓ}
や {djℓ}を毎回その都度計算してしまっている（区分的に連続関数として計算してい
るが、階段区間の幅と階段の高ささえ分かれば計算できることである）。

averagedHaarScaling[x_Real, k_Integer] :=

Module[{cf, n, oddc, evenc, avecf, j, i},

(* coef=Table[N[f[x]], {x, a, b,(b-a)/(2^n-1)}]; *)

cf = coeff;

n = Log[2, Length[coeff]];

For[j = 0, j < k, j++,

oddc = cf[[1 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

evenc = cf[[2 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

avecf = (oddc + evenc)/2;

cf = avecf;

];

Sum[cf[[i + 1]] HaarScale[x, n - k, i], {i, 0, 2^(n - k) - 1}]

]

HaarWaveletElement[x_Real, k_Integer] :=

Module[{cf, n, oddc, evenc, avecf, diffcf, j, i},

(* coef=Table[N[f[x]], {x, a, b,(b-a)/(2^n-1)}]; *)

cf = coeff;

n = Log[2, Length[coeff]];

For[j = 0, j < k, j++,
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oddc = cf[[1 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

evenc = cf[[2 ;; 2^(n - j) ;; 2]];

avecf = (oddc + evenc)/2;

cf = avecf;

];

diffcf = (oddc - evenc)/2;

Sum[diffcf[[i + 1]] Haarwavelet[x, n - k, i], {i, 0,

2^(n - k) - 1}]

]

たとえば、図 6.5(3)を

Plot[averagedHaarScaling[x, 5], {x, 0, 1}]

Plot[HaarWaveletElement[x, 5], {x, 0, 1}

で描くことができ、HaarWaveletElement[x, 4] が HaarWaveletElement[x, 5]

+ averagedHaarScaling[x, 5]に等しいことが確かめられる。

6.5 高速ウェーブレット変換

ウェーブレット変換においては係数の組 {cjk} および {d
j
k} だけが本質的である。

スケーリング関数や wavelet関数は、定理 6.47のように、係数の組を使って関数 fj

を fj(x) = wj−1(x) + fj−1(x)と Haar分解して近似関数 {fj}を具体的に構成する
ときに必要になる。これらは式 (6.19)と (6.20)、つまり

cjk =
cj+1
2k + cj+1

2k+1

2
, (6.19)

djk =
cj+1
2k − c

j+1
2k+1

2
. (6.20)

の関係式を
cj+1
kj+1

→ cjkj

dj+1
kj+1

↘ djkj

と表わすことにすると、最初にスケール J で標本化し

て得られる 2J 個の組 {cJk}から、式 (6.19)と (6.20)を次々と適用して、{cJ−1k } →
{cJ−2k } → . . . というようにしてカスケード (6.21) のようにして、最後には係数 c00

と d00 を求めていく。これがWavelet変換である。

1 段階 wavelet 変換（190 ページ）で注意したように、与えられたスケール

J における段階 j(J − 1 ≧ j ≧ 0) までに得られた Haar 関数系の係数の組
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{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
の要素総数は最初の標本数 2J のままで変わらない。

この事実を利用して、Haarウェーブレット変換の分解係数を効率的に求める高速ア

ルゴリズムを考えよう。

最初に与えるスケール J の標本係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1 を長さ 2J の配列 data

に格納しておく。1段階 wavelet変換の各段階 j(0 ≦ j ≦ J − 1)で、配列要素をつぎ

のように更新するとしよう（以下は J = 3の場合の段階 0までの配列変化を示して

いる）。また、記号 ‘̂’ のついた要素は新たに値が代入された配列要素を表している。
j=3

[
c30 c31 c32 c33 c34 c35 c36 c37

]
⇓

j=2
î“c20 “d20 “c21 “d21 “c22 “d22 “c23 “d23ó

⇓

j=1
î“c10 d20

“d10 d21
“c11 d22

“d11 d23

ó
⇓

j=0
î“c00 d20 d10 d21

“d00 d22 d11 d23

ó
1段階 wavelet変換後の段階 j − 1における配列要素 dataは、段階 j における配列

dataを使って

各 k について tmp← data[2J−j+1k]

cj−1k として data[2J−j+1k]← 1

2

(
tmp+ data[2J−j+1k + 2J−j ]

)
dj−1k として data[2J−j+1k + 2J−j ]← 1

2

(
tmp− data[2J−j+1k + 2J−j ]

)
k = 0, . . . , 2j−1 − 1

として得られる。これより、段階 j = 0までの Haarウェーブレット係数を求める高

速ウェーブレット変換アルゴリズムが得られる。

命題 6.51 (高速ウェーブレット変換) スケール J の 2J 個の標本係数の組

{cJk}k=0,...,2J−1 が長さ 2J の配列 dataに代入 data← {cJk}されている。このとき、
近似度を上げながら段階 j = 0 までの Haar ウェーブレット係数を求めるウェーブ

レット変換アルゴリズムは次のようである。

for j = J to 1

for k = 0 to 2^(j-1) - 1

tmp <- data[2^(J-j+1)k]
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data[2^(J-j+1)k] <- (tmp + data[2^(J-j+1)k + 2^(J-j)]) / 2

data[2^(J-j+1)k + 2^(J-j)] <- (tmp - data[2^(J-j+1)k + 2^(J-j)]) / 2

このアルゴリズムによって得られる長さ 2J の配列 dataにおいて、段階 j(0 ≦ j ≦
J − 1)までの係数の組

¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
は次の関係にある。

{cjkj
} = {data[2J−jkj ]}, kj = 0, . . . 2j − 1

{djkj
} = {data[2J−jkj + 2J−j−1]}.

注意 6.52 この計算アルゴリズムに必要な空間量は、与えられる最初のスケール J の

係数 {cJk}を格納する 2J 個の配列 data[ ] と 1個の変数 tmp に必要な総計 2j + 1

個のメモリである。計算量は data[2(J−j+1)k] および data[2(J−j+1)k+2(J−j)] を

計算するために必要な足し算が 2× (1 + 21 + · · ·+ 2J−1) = 2J+1 回である。

注意 6.53 このテキストで紹介するアルゴリズムはリスト（配列）の先頭位置を 0か

らとしている。しかしながら、Mathematicaではリストの先頭位置は 1から始まる

ことに注意する。

一方、Haar再構成定理 6.49の式 (6.24)によって、段階 j(0 ≦ j ≦ J − 1)で得られ

た Haar関数系の係数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
から

cj2k = cj−1k + dj−1k , k = 0, . . . , 2j−1 − 1 (6.26)

cj2k+1 = cj−1k − dj−1k (6.27)

を逐次的に適用して、元の 2J 個の標本化係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1 を復元することが

できる。これより、段階 j まで Haarウェーブレット変換によって求められた Haar

関数系の係数の組から、元の標本化係数の組 {cJk}を復元する高速逆ウェーブレット
変換アルゴリズムが得られる。

命題 6.54 (高速逆ウェーブレット変換) 段階 j まで Haar ウェーブレット変換に

よって求められた Haar 関数系の係数の組が長さ 2J の配列 data に代入 data ←¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
されている。このとき、元のスケール J の標本化係数

{cJk}を復元する逆ウェーブレット変換アルゴリズムは次のようである。

for j = 0 to J-1

for k = 0 to 2^j - 1

tmp <- data[2^(J-j)k]
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data[2^(J-j)k] <- tmp + data[2^(J-j)k + 2^(J-j-1)]

data[2^(J-j)k + 2^(J-j-1)] <- tmp - data[2^(J-j)k + 2^(J-j-1)]

演習 6.55 節 6.4.3 の具体例において、スケール J の関数 fJ を fJ = wJ−1 +

· · · + wJ−k + fJ−k というように Haar 分解する高速ウェーブレット変換を使う

Mathematicaプログラムを書きなさい。

6.5.1 平均化係数の左詰配置

個数 2J 個の係数の組 {cJk}から、1段階 wavelet変換を繰り返して、2j 個の j 段階

（1 ≦ j ≦ J）の平均化係数の組 {cjk}からそれぞれ 2j−1 個の段階 j − 1の平均化係

数の組 {cj−1k }および詳細係数の組 {dJ−1k }を求めることが wavelet変換である。高

速 wavelet 変換アルゴリズムは 2J 個の係数の組
{
{dJ−1k }, . . . , {d1k}, d00, c00

}
は空間

計算量の観点から効率的であった。

{cjk} → {c
j−1
k } ∪ {dJ−1k }において、{cjk}を長さ 2j の連続する配列に収納し、1段

階 wavelet変換後に得られる 2j − 1個の隣り合う 2個の係数を平均化した組 {cj−1k }
を同じ配列領域に左詰めに、2j−1 個の隣り合う 2 個の係数の平均からのズレの組

{dJ−1k }を右詰めに配置することを考えてみよう。この係数配置の仕方を平均化係数
の左詰配置と呼ぼう。

平均化係数の左詰配置法をとると、段階 j まで 1段階 wavelet変換を繰り返したと

き、大きさ 2J の配列は次の順に係数が並ぶ。ß
{cjkj
}0≦kj≦2j−1, {d

j
kj
}0≦kj≦2j−1, {d

j−1
kj−1
}0≦kj−1≦2j−1−1, . . . , {dJ−1kJ−1

}0≦kJ−1≦2J−1−1

™
.

平均係数の左詰配置は、節 7.3でみるように、係数データの視覚化に意味があるよ

うな画像データを取り扱う場合に都合がよい。



203

第 7章

離散 Haar系

7.1 離散 Haar関数系

先の演習 6.50 で、与えられたスケール J = 8 の 2J 個の係数の組 {cJk} から関数
fJ の Haar分解 fJ = wJ−1 + · · · + wJ−k + fJ−k を計算して各関数 wJ−k(x)を描

くためには相応の時間がかかる。この計算に必要な主要な部分は、完全な Haar分解

係数の組 {cjk}j=0,...,J−1, {djk}j=0,...,J−1 を得るための計算でなく、dyadic区間上で

定数である区分的に連続な階段関数の扱いに費やされ、特に描画する際は相当時間を

要する。このままでは、与えられたスケール J が実用域における計算を行うことは

事実上不可能である。

計算の高速化は実用的にも理論的にも追求されるべきことがらである。たとえ

ば、サンプリング周波数 4,4100Hzの CD音質で標本化したスケール 19（219 個）の

モノラル音声データは時間的には 219/44100 = 11.9[sec] に相当する。また、一片

512 = 29 ピクセルのグレースケール正方画像は 29+9 = 262144 つまりスケール 18

のデータに相当する。計算の高速化は Fourier変換の場合と同様に、まず基底関数の

離散化、次いで、諸計算のアルゴリズム自体の改良によって達成される。ここでは、

Haar関数系の離散化を考えよう。

コンパクトサポート [a, b)で定義された関数 f(x)をスケール J で標本化するとは、

区間 [a, b)を 2J 当分して x = a+ k b−a
2J

(k = 1, . . . , 2J − 1)における 2J 個の関数値

の組

{
cJk
}
k=0,...,2J−1 , cJk = f

Å
a+ k

b− a
2J

ã
を採取することである。右端の標本値 cJ2J−1 は x = b − b−q

2J
での値 f

Ä
b− b−q

2J

ä
で
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あることに注意しよう。区間 [a, b)上の関数 f(x)をこの 2J 個の標本値 {cJk}によっ
て階段関数によって近似することと、解像度 2−J で区間 [0, 1)上の階段関数

f̂J(x) =
2J−1∑
k=0

cJkϕ(2
Jx− k)

を考えることとは同等である（式 (6.16) 参照）。実際、図 6.3(b) は、こうして区間

[0, π)上の関数を標本化して係数の組 {cJk}を得て、[0, 1)の関数として表している。

以下、[a, b) 上の関数 f をこうして同一視した [0, 1) 上の関数 f̂ を同じ記号 f で表

そう。

このようにして [0, 1)上の関数 f をスケール J で標本化すると、区間 [0, 1)の関数

f は 2J 個の関数値の点列 f = (cJ0 , . . . , c
J
2J−1)に置き換わる。これが [0, 1)上の関数

f の離散化（discretaization）である。

Haar関数系の離散化において、もとの関数の定義域 [0, 1)を等分割して 2J 個の関

数値 {cJk}を標本値として与え、各段階 0 ≦ j ≦ J において、隣り合う要素を足して

2で割って得られる平均化関数値の組 {cjk}は同じく Haar分解定理 6.47の式 (6.19)

から求められるようにしたい。つまり、離散化された Haar関数系においても、この

平均化操作は段階を J − 1から 0へと下げるにつれて平均化にあずかる要素数が倍々

に広がり、段階 0に至って全要素を平均化するようにしたいのである。

同時に、この分解過程は可逆で、平均からのズレを与える式 (6.20)の詳細係数 {djk}
を合わせて使って Haar 再構成定理 6.49 の式 (6.24) から元の係数の組 {cJk} を再構
成できねばならない。

以上の準備的考察から、[0, 1)上の Haar関数系に対応した解像度 2−J における離

散 Haar関数系（ベクトル系）を次のように定義する（図 7.1）。

定義 7.1 (離散Haarベクトル系) 与えられたスケール J で定まる長さ 2J+1 のベク

トルであって

(1) その要素が次で与えられるベクトルを離散 Haarスケーリング関数 ϕJ(j, k)と

定義する。

ϕJ(j, k) = ( 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k2J+1−j

1 . . . . . . 1︸ ︷︷ ︸
2J+1−j

0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−(k+1)2J+1−j

), (0 ≦ j ≦ J, 0 ≦ k < 2j−1)

(7.1)

(2) その要素が次で与えられるベクトルを離散 Haarwavelet関数 ψJ(j, k)定義す
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る。

ψJ(j, k) = ( 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k2J+1−j

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2J−j

,−1 · · · − 1︸ ︷︷ ︸
2J−j

0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−(k+1)2J+1−j

), (0 ≦ j ≦ J, 0 ≦ k < 2j−1)

(7.2)

注意 7.2 ϕJ(0, 0) と ψJ(0, 0) はそれぞれ [0, 1) 上の ϕ(x) および ψ(x) に相当する。

関数変化の観点からは常に ψ(2jx)は ϕ(2jx)の倍の解像度を持っており、ψ(2jx)は

幅 1
2j の区間内の左右で値が ±1を取ることから、スケール J の離散 Haar系のベク

トル長を 2J+1 としている。実際、段階 j の離散 Haar関数系（ベクトル系）ϕJ(j, k)

および ψJ(j, k)の 2J+1 個の要素を位置 x = k
2J+1 , k = 0, . . . , 2J+1− 1にプロットし

（図 7.1）、さらに各点から長さ 2−(J+1) の水平線を引いて得られる関数のグラフは、

0 ≦ j ≦ J についての区分的に連続な Haar関数系 ϕ(2jx− k)および ψ(2jx− k)の
グラフに一致する。

スケール J で定まる長さ 2J+1 を持つ離散 Haarベクトル系の内積を、式 (1.1)の

ベクトル内積で定義する。このとき、離散 Haar 関数系においても定理 6.33 と同等

な直交関係が成立する。

定理 7.3 スケール J の離散 Haar関数系は直交ベクトル系であり、次が成立する。

(1) V J
j = span{ϕJ(j, k)}k=1,...,2j−1 を張る基底ベクトルの組に関する直交性

⟨ϕJ(j, k) |ϕJ(j, k′)⟩ = 2J+1−jδkk′ , (0 ≦ j < J, 0 ≦ k, k′ < 2j − 1).

(2) ベクトル空間の組 {W J
j }j=0,...,J =

{
span{ψJ(j, k)}k=1,...,2j−1

}
j=0,...,J

を

張る各基底ベクトルの組に関する直交性と、それらベクトル空間の直交性

W J
j ⊥W J

j′

⟨ψJ(j, k) |ψJ(j
′, k′)⟩ = 2J+1−jδjj′δkk′ , (0 ≦ j, j′ < J, 0 ≦ k < 2j−1, 0 ≦ k′ < 2j

′
−1).

(3) {ϕJ(j, k)}k=1,...,2j−1, ψJ(j
′, k′)}0≤j≦j′<J, k=0,...,2j−1, k′=0,...,2j′−1 の直交性

V J
j ⊥W J

j′(j ≦ j′).

⟨ϕJ(j, k) |ψJ(j
′, k′)⟩ = 0, (j ≦ j′, 0 ≦ k < 2j − 1, 0 ≦ k′ < 2j

′
− 1).

証明 離散 Haarベクトルの定義からわかる。 ■
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(a) (b)

(c) (d)

図 7.1 (a) スケール J = 3 での離散 Harr スケーリング関数 ϕ3(2, 2), (b)

ϕ3(3, 7). (c) 離散 Harr wavelet 関数 ψ3(2, 2), (d) ψ3(7, 3). スケール J = 3

では 2J+1 = 16 点がプロットされている。サポートは点 k2J+1−j + 1 番目から

(k + 1)2J+1−j 番目までである（k = 0, . . . , 2j − 1）。最大解像度 2−J に相当する

離散スケーリング関数は ϕJ(J, k)、また離散 wavelet関数は ψJ(J, k)で、これより

‘細かい’ϕJ(j, k)や ψJ(j, k)はない。図では、位置 x = k
2J+1 , k = 0, . . . , 2J+1−1

にプロットしている。
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注意 7.4 注意 7.2でも指摘したように、離散 Haarベクトル系を導入しても、Haar

関数系について成立する直交性や Haar分解などの性質はそのまま引き継がれる。2J

個の標本化した関数値の組 {cJk}k=0,...,2J−1 を与えたときにウェーブレット変換に

よって得られた係数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
, (0 ≦ j ≦ J − 1) から得られ

る [0, 1)上の関数

J−1∑
j′=j

2j
′
−1∑

kj′=0

dj
′

kj′
ψ(2j

′
x− kj′) +

2j−1∑
k=0

cjkϕ(2
jx− k)

は、2J+1 個の要素を持つベクトル和

J−1∑
j′=j

2j
′
−1∑

kj′=0

dj
′

kj′
ψJ(j

′, kj′) +
2j−1∑
k=0

cjkϕJ(j, k)

というように、Haar 関数系を使う [0, 1) 上の関係式は、ϕ(2jx − k) を ϕJ(j, k) に、

ψ(2jx− k)を ψJ(j, k)にと離散化関数（ベクトル）置き換えてもそのまま成立する。

注意 7.5 したがって、2J 個の標本化して得られた係数の組 {cJk}k=0,...,2J−1に関する

ウェーブレット変換（あるいは逆変換）係数の組
¶
{dJ−1kJ−1

}, . . . , {djkj
}, {cjkj

}
©
, (0 ≦

j ≦ J − 1) の計算は Haar関数系の場合と何ら変わらることはない。

Mathematica プログラムを考えよう。最大スケール J = scale における離

散 Haar 関数 ϕscale(j, k) = dHaarScale[j, k, scale] および ψscale(j, k) =

dHaarWavelet[j, k, scale] はたとえば次のように定義できる。

dHaarScale[j_Integer, k_Integer, scale_Integer] := Module[{},

hs[j] := Module[{bhalf, ehalf, i},

bhalf = Table[1, {i, 1, 2^(scale + 1 - j)}];

ehalf = Table[0, {i, 2^(scale + 1 - j) + 1, 2^(scale + 1)}];

Flatten[Append[bhalf, ehalf]]

];

Nest[RotateRight, hs[j], 2^(scale + 1 - j)*k]

]

dHaarWavelet[j_Integer, k_Integer, scale_Integer] := Module[{},

hw[j] := Module[{bquater, equater, remain, i},

bquater = Table[1, {i, 1, 2^(scale - j)}];

equater = Table[-1, {i, 2^(scale - j) + 1, 2^(scale + 1 - j)}];

remain = Table[0, {i, 2^(scale + 1 - j) + 1, 2^(scale + 1)}];
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Flatten[{bquater, equater, remain}]

];

Nest[RotateRight, hw[j], 2^(scale + 1 - j)*k]

]

このとき、ϕ3(2, 2)および ψ3(2, 2)は次のよう得られる。

dHaarScale[2, 2, 3]

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0}

dHaarWavelet[2, 2, 3]

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, -1, -1, 0, 0, 0, 0}

これを

ListPlot[dHaarScale[2, 2, 3], Filling -> Axis]

と単にプロットすると、リスト dHaarWavelet[2, 2, 3] は位置 x = 1, 2, . . . , 16

にプロットされる。Mathmatica のリスト描画がリストの先頭が x = 1 から描か

れるためである。スケール J の 2J+1 個の点を図 7.1 のように位置 x = k
2J+1 , k =

0, . . . , 2J+1 − 1 にプロットするには、つぎのように ListPlot 内でプロット位置を

調節する関数 plotRightPosition[lst]を使えばよい。

plotRightPosition[lst_List] :=

Table[{(i - 1)/Length[lst], lst[[i]]}, {i, 1, Length[lst]}]

ListPlot[plotRightPosition[dHaarScale[2, 2, 3]], Filling -> Axis]

プロット位置が 2−(J+1) だけずれることは見かけ上のことであって本質的ではない。

事実、最大スケール J が大きくなるとこのずれは視覚的にも問題がなくなるので、描

画においてこうしたズレ修正は行なう必要性がなくなってしまう。

演習 7.6 図 7.1のように、ϕ3(2, 2)および ψ3(2, 2)などをプロットしなさい。

7.2 2次元 Haarウェーブレット基底

ここではいささか天下り的ではあるが、2つのベクトル空間 V とW に対してテン

ソル積（tensor product）

V ×W → V ⊗W (7.3)
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を具体的な場合について書き下しておこう。V ⊗W は ∀v ∈ V および ∀w ∈ W から

得られる v ⊗ w が v ∈ V に関しても w ∈ W に関しても線形であるようなベクトル

空間である。すなわち

(av1 + bv2)⊗ w = a(v1 ⊗ w) + b(v1 ⊗ w),
v ⊗ (cw1 + dw2) = c(v ⊗ w1) + d(v ⊗ w2)

であるような双線形則を満たす。

定義 7.7 (関数のテンソル積) 1変数関数からなる 2つのベクトル空間 V およびW

において、関数 f ∈ V と g ∈W のテンソル積を

(f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y) (7.4)

で定義する。

注意 7.8 関数のテンソル積の持つ双線形性は
(
(af1 + bf2) ⊗ g

)
(x, y) = a(f1 ⊗

g)(x, y) + b(f2 ⊗ g)(x, y) であって、もちろん引数 (x, y) に関するものではない：

(f ⊗ g)(ax1 + bx2, y) ̸= af(x1)g(y) + bf(x2)g(y).

定義 7.9 (ベクトルのKronecker積) m次元ベクトルベクトル空間 V および n次

元ベクトル空間W において、u = [u0, . . . , um−1] ∈ V , v = [v0, . . . , vn−1] ∈ W の

テンソル積を次の Kronecker積 u ⊗ v で定義する（この場合、行列要素の添字を 0

から始めることにすると都合がよい）。

u⊗ v =


u0v0 . . . u1vk . . . u0vn−1

ujv0 . . . ujvk . . . ujvn−1

um−1v0 . . . um−1vk . . . um−1vn−1.

 (7.5)

注意 7.10 式 (7.5)から明らかなように、このとき u ⊗ v は m × n行列全体からな
るベクトル空間の要素である。

定義 7.11 m 行 n 列の行列全体をベクトル空間 M とするとき、その要素 A =

(ai,j), B = (bi,j) ∈ M の内積を次で定義する（ここでは、行列要素の添字は 0から

始まることにする）。

⟨A | B⟩行列 =
m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

a∗i,jbi,j (7.6)

つまり、行列の内積 ⟨A |B⟩は対応する行列要素を掛けた総和である。
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命題 7.12 ベクトル a, b, c, d について、行列 a⊗ b と c⊗ dの内積は

⟨a⊗ b | c⊗ d⟩行列 =
∑
i

∑
j

(a⊗ b)ij(c⊗ d)ij =
∑
i

∑
j

(aibj)(cidj)

=

(∑
i

aici

)(∑
j

bjdj

)
= ⟨a | c⟩ ⟨b |d⟩

証明 行列内積の定義から明らか。 ■

例 7.13 式 (7.1) で定義したスケール J の離散 Haar ベクトル系 ϕJ(J, k) および

ψJ(J, k) の Kronecker 積を計算してみよう（0 ≦ k ≦ 2J − 1）。ϕJ(J, k), ψJ(J, k)

はスケール J のもとで最大解像度 2−J を持つ最も ‘細かい’Haarベクトルであること

に注意する（図 7.1参照）。

J = 0のとき

ϕ0(0, 0)⊗ ϕ0(0, 0) =
ï
1 1
1 1

ò
, ϕ0(0, 0)⊗ ψ0(0, 0) =

ï
1 −1
1 −1

ò
,

ψ0(0, 0)⊗ ϕ0(0, 0) =
ï
1 1
−1 −1

ò
, ψ0(0, 0)⊗ ψ0(0, 0) =

ï
1 −1
1 −1

ò
.

こうして得られた 2× 2行列 mat をMathematicaにおいて

ListPlot3D[mat, Mesh -> None, InterpolationOrder -> 1,

ColorFunction -> "SouthwestColors"]

として表示した結果が図 7.2の右側（(a’), (b’), (c’), (d’)）である。区分的に連続な

Haar関数系のテンソル積の結果と離散 Haarベクトルのテンソル積（Kronecker積）

は本質的に同等であることが確認できる（この事実は既に注意 7.2で指摘している）。

演習 7.14 Haar スケーリング関数系 ϕ(x), ψ(x) および J = 0 のときの離散 Haar

ベクトル ϕ0(0, 0), ψ0(0, 0) のテンソル積のグラフが図 7.2 のようになることを確か

めなさい。
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(a) (a’)

(b) (b’)

(c) (c’)

(d) (d’)

図 7.2 2次元 Haar関数系と 2次元 Haar離散系 (a) ϕ⊗ϕ(x, y) (a’) ϕ0(0, 0)⊗
ϕ)(0, 0), (b) ϕ⊗ψ(x, y) (b’) ϕ0(0, 0)⊗ψ)(0, 0), (c) ϕ⊗ψ(x, y) (c’) ψ0(0, 0)⊗
ϕ)(0, 0), (d) ψ ⊗ ψ(x, y) (d’) ψ0(0, 0) ⊗ ψ)(0, 0). 注意 7.2 で指摘しように、区

分的連続な Haar系と離散 Haar系とは本質的に同等であることがわかる。



212 第 7章 離散 Haar系

J = 1のとき（k, ℓ = 0, 1）には、ϕ1(1, k)⊗ ϕ1(1, ℓ)は次のようになる：

ϕ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 0) =


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ϕ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 1 1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ϕ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0

 , ϕ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

 .
ϕ1(1, k)⊗ ψ1(1, ℓ)は次のようになる：

ϕ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 0) =


1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ϕ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ϕ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 −1 0 0
1 − 0 0

 , ϕ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 −1

 .
ψ1(1, k)⊗ ϕ1(1, ℓ)は次のようになる：

ψ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 0) =


1 1 0 0
−1 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ψ1(1, 0)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ψ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
−1 −1 0 0

 , ψ1(1, 1)⊗ ϕ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 .
ψ1(1, k)⊗ ψ1(1, ℓ)は次のようになる：

ψ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 0) =


1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ψ1(1, 0)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

ψ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 0) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 −1 0 0
−1 1 0 0

 , ψ1(1, 1)⊗ ψ1(1, 1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 −1

 .
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さて、一般のスケール J の長さ 2J+1 の離散 Haar ベクトル ϕJ(J, k) と ψJ(J, ℓ)

とのテンソル積を考えてみよう。たとえば

ΦJ
k,ℓ ≡ ϕJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ)

= (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2k

1 1 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−2(k+1)

)⊗ (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2ℓ

1 1 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
2J+1−2(ℓ+1)

) (7.7)

は 2J+1 × 2J+1 正方行列で（0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1）で、ベクトルのテンソル積の定義

7.1 から、この 22(J+1) 個の行列要素は次のようになっている（行列要素の添字を 0

から始める）。(
ΦJ

k,ℓ

)
m,n

=

®
1, 2k ≦ m ≦ 2k + 1, 2ℓ ≦ n ≦ 2ℓ+ 1,

0, それ以外.
(7.8)

つまり、行列 ϕJ(J, k)⊗ϕJ(J, ℓ) の非零部分は 2× 2の正方行列ブロックである。同

様にして

ΨJ,d
k,ℓ ≡ ϕJ(J, k)⊗ ψJ(J, ℓ), (7.9)

ΨJ,v
k,ℓ ≡ ψJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ), (7.10)

ΨJ,d
k,ℓ ≡ ψJ(J, k)⊗ ψJ(J, ℓ) (7.11)

においても非零成分の様子はどれも同じ添字領域（2k ≦ m ≦ 2k+1, 2ℓ ≦ n ≦ 2ℓ+1,

0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1）で唯一つの 2× 2正方行列ブロックをなし、それ以外の要素は全

て 0であることがわかる。すなわち、(2k, 2ℓ)-行列要素を左端上とする非零正方行列

ブロックは次のようである。(
ΦJ

k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 1
1 1

ò
(7.12)(

ΨJ,h
k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 −1
1 −1

ò
(7.13)(

ΨJ,v
k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 1
−1 −1

ò
(7.14)(

ΨJ,d
k,ℓ

)
非零ブロック

=

ï
1 −1
−1 1

ò
(7.15)

演習 7.15⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ ΦJ
k,ℓ

⟩
行列
≡ ∥ΦJ

k,ℓ∥ = ∥Ψ
J,h
k,ℓ ∥ = ∥Ψ

J,v
k,ℓ∥ = ∥Ψ

J,d
k,ℓ∥

= 22 = 4 (7.16)
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であることを示しなさい。

（ヒント）離散 Haarベクトルの定義式 (7.1)より、

∥ϕJ(j, k)∥ = ∥ψJ(j, ℓ)∥ = 2J+1−j

に注意する。

7.3 2次元 Haarウェーブレット変換

大きさ 2J+2 の正方行列M = (mi,j)を 2J+2 × 2J+2 = 22(J+2) 次元ベクトル空間

とみなしたとき、正規直交する自然な基底行列を
(
E(i, j)

)
k,ℓ

=

1, k = i, ℓ = j

0, それ以外

としたとき、

M =
22(J+2)∑
i,j=1

mi,jE(i, j)

と展開できる。以下で、自然基底以外の直交基底を離散 Haar ベクトル系から構成

し、その基底行列で正方行列を展開することを考えてみよう。

定理 7.16 離散 Haar ベクトル系のテンソル積から得られる大きさ 2J+1(J ≧ 0) の

正方行列系の組{
ΦJ

k,ℓ = ϕJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ),ΨJ,h
k,ℓ = ϕJ(J, k)⊗ ψJ(J, ℓ),

ΨJ,v
k,ℓ = ψJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ),ΨJ,d

k,ℓ = ψJ(J, k)⊗ ψJ(J, ℓ)
}
0≦k,ℓ≦2J−1

は大きさ 2J+1 の正方行列からなる 22(J+1) 次元ベクトル空間の直交基底をなす。

証明 大きさ 2J+1 の正方行列は 22(J+1) 個の要素を持ち、22(J+1) 次元ベクト

ル空間の要素と見なすことができる。各行列系は 22J 個の行列からなり、これが

4 組あることからベクトル空間の次元数だけある。命題 7.12 および定理 7.3 から、

{ϕJ(j, k)}および {ψJ(j, k)}の直交性から¨
ΦJ

k,ℓ

∣∣∣ ΨJ,h
k′,ℓ′

∂
行列

= ⟨ϕJ(J, k)⊗ ϕJ(J, ℓ) | ϕJ(J, k′)⊗ ψJ(J, ℓ
′)⟩

= ⟨ϕJ(J, k) | ϕJ(J, k′)⟩ · ⟨ϕJ(J, ℓ) | ψJ(J, ℓ
′)⟩

= 22δkk′δℓℓ′ .
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他の組み合わせについても同様であり、これらの行列系は互いに直交して線形独立で

ある。正規直交基底行列は、自身との内積が 4である（演習 7.16）ことから、各行列

系で 1
2 倍したものである。 ■

系 7.17 大きさ 2J+1(J ≧ 0)の任意の正方行列 Aは次のように展開される。

A =

2J−1∑
k,ℓ=0

1

4

(⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ A⟩
行列

ΦJ
k,ℓ +

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

ΦJ,h
k,ℓ +

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

ΦJ,v
k,ℓ

+
¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

ΦJ,d
k,ℓ

)
(7.17)

証明 直交基底についての一般論より、正規直交行列系 1
2Φ

J
k,ℓ,

1
2Ψ

J,h
k,ℓ ,

1
2Ψ

J,v
k,ℓ お

よび 1
2Ψ

J,d
k,ℓ との内積を使って展開できる。 ■

系 7.17 のようにして大きさ 2J+1 の任意の正方行列 A = (ai,j) を展開したとき、

行列 ΦJ
k,ℓ, Ψ

J,h
k,ℓ , Ψ

J,v
k,ℓ および ΨJ,d

k,ℓ（0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1）の係数は次のようである。

1
4

¨
ΦJ

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ + a2k,2ℓ+1 + a2k+1,2ℓ + a2k+1,2ℓ+1

)
1
4

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ − a2k,2ℓ+1 + a2k+1,2ℓ − a2k+1,2ℓ+1

)
1
4

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ + a2k,2ℓ+1 − a2k+1,2ℓ − a2k+1,2ℓ+1

)
1
4

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

= 1
4

(
a2k,2ℓ − a2k,2ℓ+1 − a2k+1,2ℓ + a2k+1,2ℓ+1

)


(7.18)

これら総計 4 × 22J = 22(J+1) 個の係数から定まる大きさ 2J+1 の正方行列を Haar

wavelet変換行列として次のように定める。

定義 7.18 (1段階Haar wavelet変換) 大きさ 2J+1 の任意の正方行列 A に対し

て、行列 AHaar を次で定義する。Å
AHaar

ã
k,ℓ

=
1

4

⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ A⟩
行列

,

Å
AHaar

ã
k,2J+ℓ

=
1

4

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列Å

AHaar

ã
2J+k,ℓ

=
1

4

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

,

Å
AHaar

ã
2J+k,2J+ℓ

=
1

4

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ A∂
行列

.

ここで、0 ≦ k, ℓ ≦ 2J − 1である。AHaar を Aの 1段階 Haar wavelet変換行列ま

たは単に 1段階 Haar wavelet変換といい

H : A 7→ AHaar (7.19)
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と記す。

例 7.19 J = 0として A =

[
a b

c d

]
のとき、式 (7.18)から

AHaar =

 1
4 (a+ b+ c+ d) 1

4 (a− b+ c− d)

1
4 (a+ b− c− d) 1

4 (a− b− c+ d)


Haar

.

この結果は次のように、行列 Aの各行について 1段階 wavlelet変換した結果を平均

化係数を右詰め（202ページ）して、さらに続けて列についても 1段階 wavlelet変換

した結果を平均化係数を右詰めした結果得られる 2× 2行列になっていることに注意

する。

行の 1 段階 wavelet 変換

右詰め 1
2 (a+ b) 1

2 (a− b)

1
2 (c+ d) 1

4 (c− d)


列の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

→

 1
2

(
1
2 (a+ b) + 1

2 (c+ d)
)

1
2 (

1
2 (a− b) +

1
2 (c− d)

)
1
2

(
1
2 (a+ b)− 1

2 (c+ d)
)

1
2 (

1
2 (a− b)−

1
2 (c− d)

)


例 7.20 J = 1のときを考えてみよう。

A =


9 7 6 2
5 3 4 4
8 2 4 0
6 0 2 2

 のとき AHaar =


6 4 1 1
4 2 3 1
2 0 0 1
1 0 0 1


Haar

.

この結果も、行列 Aの各行について 1段階 wavlelet変換した結果を平均化係数を右

詰めし、さらに続けて列についても 1段階 wavlelet変換した結果を平均化係数を右

詰めした結果得られる 4× 4行列になっている。
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行の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

1
2
(9 + 7) 1

2
(6 + 2) 1

2
(9− 7) 1

2
(6− 2)

1
2
(5 + 3) 1

2
(4 + 4) 1

2
(5− 3) 1

2
(4− 4)

1
2
(8 + 2) 1

2
(4 + 0) 1

2
(8− 2) 1

2
(4− 0)

1
2
(6 + 0) 1

2
(2 + 2) 1

2
(6− 0) 1

2
(2− 2)


−→
行の 1 段階 wavelet 変換

右詰め

1
4

(
(9 + 7) + (5 + 3)

)
1
4

(
(6 + 2) + (4 + 4)

)
1
4

(
(9− 7) + (5− 3)

)
1
4

(
(6− 2) + (4− 4)

)
1
4

(
(8 + 2) + (6 + 0)

)
1
4

(
(4 + 0) + (2 + 2)

)
1
4

(
(8− 2) + (6− 0)

)
1
4

(
(4− 0) + (2− 2)

)
1
4

(
(9 + 7)− (5 + 3)

)
1
4

(
(6 + 2)− (4 + 4)

)
1
4

(
(9− 7)− (5− 3)

)
1
4

(
(6− 2)− (4− 4)

)
1
4

(
(8 + 2)− (6 + 0)

)
1
4

(
(4 + 0)− (2 + 2)

)
1
4

(
(8− 2)− (6− 0)

)
1
4

(
(4− 0)− (2− 2)

)



さらに、AHaar の左上隅の 2× 2行列

[
6 4

4 2

]
についても Haar wavelet変換を施し

て

[
4 1

1 0

]
を得る。左上隅 2 × 2ブロックをこの結果で置き換えて得られる行列は、

平均化係数を右詰して 1段階 wavelet変換を 2回繰り返して得られたもので、次のよ

うになる。

A→
H
HA = AHaar →

H
H2A = AHaar2 =


4 1 1 1
1 0 3 1
2 0 0 1
1 0 0 1


Haar2

最左隅上の要素 4は、4× 4行列の 16個全要素の平均値であることに注意する。

定理 7.21 大きさ 2j+1 の正方行列 Pj の 1段階 Haar wavelet変換 HPj は、次で定
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まる大きさ 2j の 4つの正方行列（0 ≦ k, ℓ ≦ 2j − 1）(
Pj−1)

k,ℓ
=

1

4

⟨
ΦJ

k,ℓ

∣∣ Pj
⟩
行列

,
(
Qj−1,h)

k,ℓ
=

1

4

¨
ΨJ,h

k,ℓ

∣∣∣ Pj
∂
行列

,(
Qj−1,v)

k,ℓ
=

1

4

¨
ΨJ,v

k,ℓ

∣∣∣ Pj
∂
行列

,
(
Qj−1,d)

k,ℓ
=

1

4

¨
ΨJ,d

k,ℓ

∣∣∣ Pj
∂
行列

を使って、次のように表される。

Pj →
H
HPj =


Pj−1 Qj−1,h

Qj−1,v Qj−1,d


Haar

.

したがって、大きさ 2J+1 の正方行列 PJ の Haar wavelet変換は、合計 J + 1回の

1段階 Haar wavelet変換HPj = Pj−1 が逐次的に定める系列 {PJ , . . . ,P1}によっ
て与えられる。

7.4 2次元 Haarウェーブレット変換の応用

第 7.2節の 2次元 Haarウェーブレット変換を使って画像処理を行ってみよう。こ

こでも第 5.4節と同じように、無視し得る微小データをゼロにしてデータを簡約する

とことでグレイスケール画像の「圧縮」を試みる。

第 7.18節の 1段階 Haarウェーブレット変換は次のように書ける。2のベキ乗 N

の正方行列データの 1段階のWavelet変換（和平均と平均からのズレ）を大きさ行列

N/2を持つ 4ブロックの係数行列 LL1, LH1,HL1 およびHH1 として求める。左上

の配列ブロック LL1 はレベル 1の Haar平均行列である。

Haar2DWaveletTransform[signal_List] :=

Module[{datasize, scale, hdata, vdata, m, n},

datasize = Length[signal];

(*scale=Log[2,datasize];*)

hdata = ConstantArray[0, {datasize, datasize}];

For[m = 0, m <= datasize - 1, m++,(*各行で Wavelet変換*)

For[n = 0, n <= datasize/2 - 1, n++,

hdata[[m + 1, n + 1]] =

(signal[[m + 1, 2 n + 1]] + signal[[m + 1, 2 n + 2]]) / 2;

hdata[[m + 1,datasize/2 + n + 1]] =
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(signal[[m + 1, 2 n + 1]] - signal[[m + 1, 2 n + 2]]) / 2;

]

];

vdata = hdata;

For[n = 0, n <= datasize/2 - 1, n++,(*各列で Wavelet変換*)

For[m = 0, m <= datasize/2 - 1, m++,

vdata[[m + 1, n + 1]] =

(hdata[[2 m + 1, n + 1]] + hdata[[2 m + 2, n + 1]]) / 2;

vdata[[datasize/2 + m + 1,n + 1]] =

(hdata[[2 m + 1, n + 1]] - hdata[[2 m + 2, n + 1]]) / 2;

vdata[[m + 1,datasize/2 + n + 1]] =

(hdata[[2 m + 1, datasize/2 + n + 1]] +

hdata[[2 m + 2, datasize/2 + n + 1]]) / 2;

vdata[[datasize/2 + m + 1, datasize/2 + n + 1]] =

(hdata[[2 m + 1, datasize/2 + n + 1]] -

[[2 m + 2, datasize/2 + n + 1]]) / 2;

;

];

vdata

]

第 5.4 節と同様に、Mathematica ノートブックファイルの場所を以下で確認して

おく。そこから data フォルダ内にカラー写真 data/construction.jpg を読み込

んで、グレースケール画像のデータを縦横ピクセルが 29 = 512となるように次のよ

うにして２次元データ graydataを切り出して Image[graydata]で表示する。さら

に、graydataに 1段階 Haarウェーブレット変換を施して配列プロットしてみる。

SetDirectory[NotebookDirectory[]]

const = Import["data/construction.jpg"]

grayconstruction = ColorConvert[const, "Grayscale"]

graydata = Take[ImageData[grayconstruction], {1, 512}, {1, 512}]

Image[graydata]

tgray = Haar2DWaveletTransform[graydata];

ArrayPlot[tgray]
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図 7.3からわかるように、元の画像 (1)は 1段階 Haarウェーブレット変換したとき、

半分の大きさの平均化画像データ (2)が左隅上のブロック LL1 に位置することがわ

かる。

(a)

��������

(b)

図 7.3 (1)大きさ 29 = 512のグレースケール画像と (2)その 1段階Haarウェー

ブレット変換した結果の配列プロット。左隅上のブロック LL1 に大きさが半分に

なった（反転した）平均化画像がみえる。

ブロック LL1 に 1段階 Haarウェーブレット変換を施し、さらのその左隅上のブ

ロック LL2 に 1段階 Haarウェーブレット変換を施すというようにして大きさ 1ピ

クセルに達するまで 1 段階 Haar ウェーブレット変換を繰り返して、２ベキの大き

さ N の全てのウェーブレット係数は次のように 2 次元 Haar ウェーブレット変換

HaarWavelet2DTransform[signal] として計算できる。引数 signal として大き

さ２ベキ N のグレースケール 2次元リストを渡す。

HaarWavelet2DTransform[signal_List] :=

Module[{datasize, maxlevel, data, tdata, j},

datasize = Length[signal];

maxlevel = Log[2, datasize];

data = signal;

data = Haar2DWaveletTransform[data];

For[j = 1, j < maxlevel, j++,
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tdata = Take[data, {1, datasize/2^j}, {1, datasize/2^j}];

data[[1 ;; datasize/2^j, 1 ;; datasize/2^j]] =

Haar2DWaveletTransform[tdata];

];

data

]

2 次元 Haar ウェーブレット変換の逆変換を考えよう。1 段階 Haar ウェーブレッ

ト変換は次の逆変換 Haar2DInverseWaveletTransform[vdata]を持つことに注意

する。

Haar2DInverseWaveletTransform[vdata_List] :=

Module[{datasize, maxlevel, signal, m, n},

datasize = Length[vdata];

(*maxlevel=Log[2,datasize];*)

signal = ConstantArray[0, {datasize, datasize}];

For[n = 0, n <= datasize/2 - 1, n++,

For[m = 0, m <= datasize/2 - 1, m++,

signal[[2 m + 1, 2 n + 1]] =

vdata[[m + 1, n + 1]] + vdata[[datasize/2 + m + 1, n + 1]]

+ vdata[[m + 1, datasize/2 + n + 1]] +

vdata[[datasize/2 + m + 1, datasize/2 + n + 1]];

signal[[2 m + 2, 2 n + 1]] =

vdata[[m + 1, n + 1]] - vdata[[datasize/2 + m + 1, n + 1]]

+ vdata[[m + 1, datasize/2 + n + 1]] -

vdata[[datasize/2 + m + 1, datasize/2 + n + 1]];

signal[[2 m + 1, 2 n + 2]] =

vdata[[m + 1, n + 1]] + vdata[[datasize/2 + m + 1, n + 1]]

- vdata[[m + 1, datasize/2 + n + 1]] -

vdata[[datasize/2 + m + 1, datasize/2 + n + 1]];

signal[[2 m + 2, 2 n + 2]] =

vdata[[m + 1, n + 1]] - vdata[[datasize/2 + m + 1, n + 1]]

- vdata[[m + 1, datasize/2 + n + 1]] +

vdata[[datasize/2 + m + 1, datasize/2 + n + 1]];

]
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];

signal

]

これより、2次元 Haarウェーブレット変換で得たウェーブレット係数行列から、左

隅上より 1ステップ変換逆関数 Haar2DInverseWaveletTransformを繰り返して 2

次元逆 Haarウェーブレット変換 HaarInverseWavelet2DTransform[vdata]を書

くことができる。

HaarInverseWavelet2DTransform[vdata_List] :=

Module[{size, scale, wdata, idata, j},

size = Length[vdata];

scale = Log[2, size];

wdata = vdata;

For[j = 1, j <= scale, j++,

idata = Take[wdata, {1, 2^j}, {1, 2^j}];

idata = Haar2DInverseWaveletTransform[idata];

wdata[[1 ;; 2^j, 1 ;; 2^j]] = idata;

];

wdata

]

第 5.4 節の高速 Fourier 変換とその応用で取り上げたように、次の関数

approxHaarDataByNeglectingSmallElements[graydata,thresholdRatio] は

2次元グレイスケールデータ dataと 1以下の閾値 thresholdRatioを渡すと、2次

元 Haar ウェーブレット変換した後の絶対値がその最大絶対値 maxabs と比較して

maxabs× thresholdRatio以下の相対的に小さな要素をゼロにしてしまった結果を

逆変換して返す。全データ数中、こうして置き換えられたデータの割合を棄却割合

Ignoring rate として表示する。Ignoring rate が大きいほど、ゼロに置き換え

られた割合が大きくなりデータが簡約された度合い（「圧縮率」）が高いとみなそう。

approxHaarDataByNeglectingSmallElements[data_,thresholdRatio_]

:= Module[{tgraydata, replaced, ignorgraydata},

ModifiedDataNeglectingRelativeSmallElement[lst_List] :=

Module[{maxabs, approxedlist, replaceSymbol},

maxabs = Max[Abs[lst]];
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approxedlist = lst /. x_

/; Abs[x] < thresholdRatio*maxabs -> replaceSymbol;

replaced = Count[Flatten[approxedlist], replaceSymbol];

approxedlist /. replaceSymbol -> 0

];

tgraydata = HaarWavelet2DTransform[data];

ignorgraydata =

ModifiedDataNeglectingRelativeSmallElement[tgraydata];

Print["Ignoring rate=",

replaced / Length[Flatten[graydata]] // N];

Image[HaarInverseWavelet2DTransform[ignorgraydata]]

]

2次元グレイスケールデータ graydataに対して閾値を 5%としたときの Haar近

似画像は次のようにして得られる。この場合、棄却率は 0.885658となり、約 8割を

越えるデータが簡約される結果となる。

approxHaarDataByNeglectingSmallElements[graydata, 0.05]

Ignoring rate=0.885658

図 7.4(1)∼(4)は、(1)棄却率を 0.05、(2)棄却率を 0.10、(3)棄却率を 0.15、(4)棄

却率を 0.20として得られる Haar近似画像である。
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(1) (2)

(3) (4)

図 7.4 2 次元 Haar ウェーブレット変換した後の絶対値がその最大絶対値と比

較して棄却率以下の相対的に小さな要素をゼロとしてから逆変換して「圧縮」し

た Haar 近似画像。(1) 棄却率 0.05 の結果（Ignoring rate=0.885658）. (2) 棄

却率 0.10の結果（Ignoring rate=0.942432）. (3) 棄却率 0.15の結果（Ignoring

rate=0.968399）. (4) 棄却率 0.20の結果（Ignoring rate=0.982594）.
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多重解像度解析

8.1 平行移動から構成される直交基底

第 6 章で詳しくみたように、Haar スケーリング関数（定義 6.7）から構成される

Haarスケーリング（正規）直交関数系

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k) (6.3′)

および、それから構成される Haar wavelet関数（定義 6.18）から構成される Haar

wavelet（正規）直交関数系

ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k) (6.5′)

はいずれも、ϕ(x)や ψ(x)のようなある関数 γ(x) ∈ L2に対する平行移動 {Tkγ(x) =
γ(x− k)}k の形で与えられていることが特徴的である。{Tkγ(x) = γ(x− k)}k が正
規直交関数系であるとき、この正規直行系を平行移動から構成された正規直交関数

系という。

ある関数 γ(x) ∈ L2 に関して {Tkγ(x) = γ(x− k)}k∈Z が平行移動から構成された
正規直交関数系となるような関数 γ(x) の条件を調べてみよう。そのような γ(x) を

使えば、f(x) ∈ span{Tkγ(x)}のとき

f(x) =
∑
k∈Z
⟨f |Tkγ⟩Tkγ(x)

と関数 f(x)が 1つの関数 γ(x)を使って展開できることに注意する。
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命題 8.1 関数系 {Tkγ(x)}が平行移動から構成された正規直交関数系であることは、
関数 γ(x) ∈ L2 が次を満たすときである。∑

k∈Z
|γ̂(λ+ 2πk)|2 =

1

2π
, 全ての λ ∈ R. (8.1)

ここで、γ̂(λ)は関数 γ(x)の Fourier変換である。

証明 {Tkγ(x)}の正規直交性から

⟨Tkγ |Tℓγ⟩ =
∫ ∞
−∞

γ∗(x− k)γ(x− ℓ) dx = δkℓ.

一方、Plancherelの定理 3.22より、f(x), g(x) ∈ L2 に対して∫ ∞
−∞

dx f∗(x)g(x) =

∫ ∞
−∞

dλ f̂∗(λ)ĝ(λ).

したがって、式 (3.13)の平行移動に関する Fourier変換の性質ÿ�f(x− n) = e−inλ‘f(x)
を使うと、次式を得る。

δn0 =

∫ ∞
−∞

dλ
[
e−inλγ̂(λ)

]∗
γ̂(λ) =

∫ ∞
−∞

dλ einλ|γ̂(λ)|2

=
∑
k∈Z

∫ 2πk+π

2πk−π
dλ einλ|γ̂(λ)|2 =

∫ π

−π
dλ
∑
k∈Z
|γ̂(λ+ 2πk)|2 (8.2)

ここで

E(λ) ≡
√
2π
∑
k∈Z
|γ̂(λ+ 2πk)|2

と置くと、式 (8.2)は

1√
2π

∫ π

−π
E(λ)einλ dλ = δ0n (8.3)

と表される。E(λ)が周期 2π の関数であれば、E(λ)の Fourier級数は式 (2.4)より

1/
√
2π
∑

n εne
inλ、その係数は εn = 1/

√
2π
∫ π

−π E(λ)e−inλdλ である。これより、

式 (8.3)は

ε−n = δ0n
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を意味する。これより E(λ) = 1/
√
2π であることがわかり、命題が証明される。

E(λ)の周期性は次のように示される。

E(λ+ 2π) =
√
2π
∑
k∈Z
|γ̂(λ+ 2π(k + 1))|2

=
√
2π
∑
k′∈Z
|γ̂(λ+ 2πk′)|2 = E(λ).

■

8.2 多重解像度解析（MRA)

第 6.1の Haarスケーリング関数と Haar wavelet関数や第 6.4節のWavelet変換：

分解と再構成アルゴリズムで眺めたような具体的に Haar関数系で成立した性質、た

とえば定理 6.25や系 6.26は一般的に多重化解像度解析（演習 6.27）の枠組みとして

特徴づけられる。

定義 8.2 (多重解像度解析 [19]) R上の L2 関数がなす部分空間列 {Vj}j∈Z が次の性
質を満たすとき、スケーリング関数 ϕ を持つ R 上の多重解像度解析 (MRA: Multi

Resolution Analysis)をなすという。

(a)（入れ子性）すべての j ∈ Zについて Vj ⊂ Vj+1. 解像度 j +1の空間はより小

さい解像度 j 以下の情報を持つ。

(b)（稠密性）
∪

j∈Z Vj = L2(R). P̂j を Vj への直交射影とするとき、f(x) ∈ L2(R)
に対して limj→∞ P̂jf = f . いいかえれば、R 上のコンパクトサポートな連
続関数 f(x) に対して f(x) ∈ span{Vj}j∈Z、つまり、与えた ε > 0 に対し

∥f − g∥ < εとなるるな j ∈ Zと g(x) ∈ Vj が存在する。
(c)（分離性）

∩
j∈Z Vj = {0}.

(d)（スケーリング）すべての j ∈ Zについて、f(x) ∈ Vj であるのは f(2x) ∈ Vj+1

のときに限り、f(x) ∈ Vj であるとき f(2−jx) ∈ V0.
(e)（正規直交系）R上のある L2 関数 ϕ(x) ∈ V0 が存在し、平行移行から構成さ
れる関数系 {Tkϕ(x)}が V0 の正規直交基底

V0 = span{Tkϕ(x)}k∈Z

となっている。
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この Jj を解像度 j の近似空間という。このとき、定義 8.2(b)はすべてぼ f ∈ L2 は

j が大きいほど良く Vj 内の関数によって近似できることを意味している。実際、第

6章の Haar関数系においては定理 6.25で与えたように

Vj =
{
h ∈ L2(R) |任意の k ∈ Zについて h(x)|x∈[2jk,2j(k+1)) = 定数

}
(6.6′)

となっていた。

定義 8.2(e)にあるスケーリング関数 ϕ(x)の平行移動から構成される正規直交基底

は、Haar関数以外にもさまざまな選び方があり、ϕの各選択に応じて相異なる多重

解像度解析が生成される。スケーリング関数として自然なクラスは Haar関数がそう

であるようにコンパクトサポートな関数である。Haar関数は連続ではないが、ドブ

シーが示したようにコンパクトサポートかつ連続なスケーリング関数を構成すること

ができる [9]。スケーリング関数の選び方は、第 6.4節で触れたように、近似処理に基

づく信号の分解と再構成の計算量と品質においては本質的である。

定義 8.3 MRAの定義 8.2におけるスケーリング関数 ϕ(x)に対して、各 j, k ∈ Zに
ついて関数 ϕj,k(x)を

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k) = D2jTkϕ(x), j ∈ Z (8.4)

また、L2(R)内の関数 f(x)に作用する各 j ∈ Zについて Vj への射影演算子 P̂j を

P̂j =
∑
k∈Z
|ϕj,k⟩ ⟨ϕj,k| (8.5)

および、詳細演算子 Q̂j を

Q̂j = P̂j+1 − P̂j (8.6)

で定義する。

定理 8.4 各 j ∈ Zについて、{ϕj,k(x)}j,k∈Z は近似空間 Vj の正規直交系である。

証明 ϕ0,k(x) ∈ V0 であることから、定義 8.2(d) より ϕj,k(x) ∈ Vj . 一方、

{ϕ0.k(x)} が平行移動から構成された正規直交系であることから ⟨ϕ0,k|ϕ0,ℓ⟩ =

⟨ϕj,k|ϕj,ℓ⟩ = δkℓ. したがって、{ϕj,k(x)}j,k∈Z は正規直交系である。
fj(x) ∈ Vj のとき、D2−jfj(x) = fj(2

−jx) ∈ Vj が V0 の正規直交基底で展開でき

ることから

D2−j |fj⟩ =
∑
k

⟨ϕ0,k |D2−jfj⟩ |ϕ0,k⟩ =
∑
k

⟨D2jϕ0,k | fj⟩ |ϕ0,k⟩ .
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これより、fj ∈ Vj は次のように Vj の正規直交基底を使って展開できる。

|fj⟩ = D2jD2−j |fj⟩ = D2j

∑
k

⟨D2jϕ0,k | fj⟩ |ϕ0,k⟩

=
∑
k

⟨D2jϕ0,k | fj⟩D2j |ϕ0,k⟩

=
∑
k

⟨ϕj,k | fj⟩ |ϕj,k⟩

= P̂j |fj⟩

■

多重解像度解析（MRA）が重要であるのは、第 8.4節で示すように、スケーリン

グ関数 ϕ を定めて定義 8.2 を満たすように関数空間列 {Vj}j∈Z を構成するとき、正
規直交ウェーブレット関数系 {ψ}j,k∈Z が存在して L2(R)の基底となり、L2(R)内の
任意の f に対して、Vj への直交射影 P̂j を使って

P̂jf = P̂j−1f +
∑
k∈Z
⟨f |ψj,k⟩ψj,k (8.7)

と表されることにある。

そこで、正規直交ウェーブレット関数系 {ψj,k}j,k∈Z のMRAとの関係性を調べて

みよう。Haar関数系については定理 6.25で示したことだが、近似空間 Vj における

Vj−1 の直交補空間をWj−1 とする。

Vj = Vj−1 ⊕Wj−1, Vj−1 ⊥Wj−1.

MRAの定義 8.2(a)を繰り返して適用すると、系 6.26の式 (6.8)と同様に、互いに直

交する次のような部分空間への分解が得られる。

Vj =
n⊕

k=1

Wj−k ⊕ Vj−n

=

j−J⊕
k=1

Wj−k ⊕ VJ , j > J, (8.8)

したがって

L2(R) =
⊕
k∈Z

Wk (8.9)
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が成立する。すなわち、関数系 {ψj,k}j,k∈Z は L2(R)の正規直交基底となっている。
また、{ψ0,k} + k ∈ ZがW0 の正規直交基底であるとき、任意の j ∈ Zに対しても
{ψj,k}+ k ∈ ZもWj の正規直交基底になっていうことが第 8.4節で示される。した

がって、ウェーブレットの構成とは、定めたスケーリング関数 ϕ からW0 で正規直

交規定となるようなウェーブレット関数 ψ ∈ W0 を見出すことに帰着されることに

なる。

8.3 スケーリング関係

MRAの定義 8.2(a)(d)(e)より、次の定理が得られる。

定理 8.5 (2-スケール関係) {Vj}j∈Zをスケーリング関数 ϕを持つMRAとする。こ

とのとき、次の 2-スケール関係が成立する。

ϕ(x) =
∑
k∈Z

pkϕ(2x−k), pk = ⟨ϕ1,k |ϕ⟩ = 2

∫ ∞
−∞

ϕ∗(2x−k)ϕ(x) dx (8.10)

また、一般的に次の関係式が成り立つ。

ϕ(2j−1x− ℓ) =
∑
k∈Z

pk−2ℓϕ(2
jx− k) (8.11)

定義 8.3の式 (8.4)から、式 (8.11)は Vj の正規直交基底として次のように表される。

ϕj−1,ℓ(x) = 21/2
∑
k∈Z

pk−2ℓϕj,k(x) (8.12)

証明 ϕ ∈ V0 ⊂ V1 であり、{ϕ1,k}は V1 の正規直交基底であることから ϕ(x)は

その基底を使った線形結合として絵ラワされる：ϕ(x) =
∑

k p̃kϕ1,k(x). {ϕ1mk}k∈Z
の正規直交性より

p̃k = ⟨ϕ1,k |ϕ⟩ = 21/2
∫ ∞
−∞

ϕ∗(2x− k)ϕ(x) dx

この式を代入して次を得る。

ϕ(x) =
∑
k∈Z

p̃kϕ1,k(x)

=
∑
k∈Z

ï
21/2

∫ ∞
−∞

ϕ∗(2x− k)ϕ(x) dx
ò
21/2ϕ(2x− k).
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これより、pk = 21/2p̃k = 2
∫
ϕ∗(2x − k)ϕ(x) dx として定理の前半を得る。定理の

後半は、xを 2j−1x− ℓに置き換えて総和の記号を調整することで得られる。 ■

例 8.6 Haarスケーリング関数 ϕ(x) = χ[0,1)](x)については p0 = p1 = 1を得る（他

の係数はすべてゼロ）。実際、

ϕ(x) = ϕ(2x) + ϕ(2x− 1).

定理 8.7 (2-スケール係数の性質) {Vj}j∈Z をスケーリング関数 ϕ を持つ MRA と

する。konotoki, 2-スケール関係を項別積分できるとき、以下の等式が成立する。

(1)
∑
k∈Z

p∗k−2ℓpk = 2δℓ0

(2)
∑
k∈Z
|pk|2 = 2

(3)
∑
k∈Z

pk = 2

(4)
∑
k∈Z

p2k = 1,
∑
k∈Z

p2k+1 = 1.

証明 (1) 基底の完全性定理（1.60）に関する Parsevalの等式

⟨f | g⟩ =
∑
k

f∗k gk

から直接得られる。(2) ℓ = 0とした (1)の特別な場合である。

(3) 定理 8.5から∫ ∞
−∞

ϕ(x) dx =
∑
k∈Z

pk

∫ ∞
−∞

ϕ(2x− k) dx

=
1

2

∑
k∈Z

pk

∫ ∞
−∞

ϕ(x′) dx′

∫
ϕ(x′)dx′ がゼロにはなり得ないことより、結果を得る。(4) 第一の等式∑
k p
∗
k−2ℓpk = 2δℓ0 の添字を ℓから −ℓに変更して後に ℓについて総和を取ると∑
ℓ∈Z

∑
k∈Z

p∗k+2ℓpk = 2.
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k についての総和を偶奇で分けて

2 =
∑
ℓ∈Z

(∑
k∈Z

p∗2k+2ℓp2k +
∑
k∈Z

p∗2k+1+2ℓp2k+1

)

=
∑
k∈Z

(∑
ℓ∈Z

p∗2k+2ℓ

)
p2k +

∑
k∈Z

(∑
ℓ∈Z

p∗2k+1+2ℓ

)
p2k+1

さらに内側の ℓについての和を ℓ− k で置き換えると

2 =
∑
k∈Z

p2k
∑
ℓ∈Z

p∗2ℓ +
∑
k∈Z

p2k+1

∑
ℓ∈Z

p∗2ℓ+1

=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

p2k

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

p2k+1

∣∣∣∣∣
2

E =
∑

k p2k および O =
∑

k p2k+1 と置くと、最後の表式は 2 = |E|2 + |O|2 と書け
る。一方、(3)の表式は総和を偶奇に分けて E +O = 2であることに注意する. E,O

に関する 2つの式を満たす唯一の解は E = O = 1であることがわかる。 ■

8.4 ウェーブレット関数系の構成

MRAには Jj ⊂ Vj+1 であるような部分集合列 {Vj}j∈Z が必要である（定義 8.2）。

Vj+1 は Vj とその直交補空間Wj に分割されるのであるが、そこで問題となるのは、

MRAを構成するスケーリング関数 ϕからWj を張る直交基底 {ψj,k}k∈Z をどのよう
に構成するかである。{ψj,k}k∈Z は定理 8.5を使って、次のように与えられる。

定理 8.8 {Vj}j∈Z が 2-スケール関係

ϕ(x) =
∑
k∈Z

pkϕ(2x− k) (8.10′)

を持つスケーリング関数 ϕ で定義される多重解像度解析とする。このとき、Vj+1

＝ Vj ⊕Wj であるような部分空間 Vj に対する直交補空間Wj は

ψ(x) =
∑
k∈Z

(−1)kp∗1−kϕ(2x− k) (8.13)

である関数系 {ϕ(2jx− k)}k∈Z によって張られ、その正規直交基底は

ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k) (8.14)
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である。

例 8.9 例 8.6で見たように Haarのスケーリング関数 ϕ(x)では p0 = p1 = 1. これ

より、Haarのウェーブレット関数は ψ(x) = p1ϕ(2x)− p0ϕ(2x− 1)と構成される。

証明 j = 0のときに成立することを示せば、MRAの定義 8.2(d)のスケーリン

グ性から一般の j についても成立することに注意する。

まず、関数系 {ψ0,k(x) = ψ(x− k)}k∈Z が直交し、ψ0,k(x)がすべての k ∈ Zにつ
いて V0 に直交し、結果としてW0 が V1 内の V0 の直交補空間に含まれていることを

示す。

式 (8.14) から ψ0,m(x) =
∑

k′(−1)k
′
p∗1−k′+2mϕ(2x − k′) であること、および

{21/2ϕ(2x− k)}k∈Z が直交系であることから、次式を得る（最後に定理 8.7の関係式

(1)を使う）。

⟨ψ0,m |ψ0,ℓ⟩ =
1

2

∑
k∈Z

p1−k+2mp
∗
1−k+2ℓ

=
1

2

∑
i ∈ Zpip∗i+2ℓ−2m

= δm−ℓ,0 = δm,ℓ

これより、関数系 {ψ0,k(x) = ψ(x− k)}k∈Z の直交性が示された。
次に、ψ(x−m)が空間 V0 の基底である ϕ(x− ℓ)に直交していることを示す。内
積をとって次式を得る。

⟨ψ0,m |ϕ0,ℓ⟩ =
1

2

∑
k∈Z

(−1)kp1−k+2mpk−2ℓ.

右辺の総和はゼロになる。実際、m = ℓ = 0 の場合、
∑

k(−1)kp1−kpk はゼロにな
る。一般に、j ≧ 0に対して k = m+ ℓ− j の項は k = m+ ℓ+ j + 1の項とで打ち

消し合い、総和はゼロとなる。したがって、W0 は V0 の直交補空間に含まれている

ことが分かった。

最後に、V1の基底 ϕ(2x−j)は V0の基底 ϕ(x−k)とW0の基底 ψ(x−k)を使って

ϕ(2x− j) =
∑
k

akϕ(x− k) + bkψ(x− k)

と表されることを示して、V1 = V0 ⊕W0 であることを証明しよう。関数系 {ϕ(x −
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k)}k∈Z の直交性から

ak =

∫
ϕ∗(y − k)ϕ(2y − j) dy

=

∫ ∑
ℓ

p∗ℓϕ
∗(2y − 2k − ℓ)ϕ(2y − j) dy

=
1

2
p∗j−2k

また、同様にして次を得る。

bk =

∫
ψ∗(y − k)ϕ(2y − j) dy

=
1

2
(−1)jp1−j+2k.

これらより、確かめるべきは次式となる。

ϕ(2x− j) = 1

2

∑
k

p∗j−2kϕ(x− k) + (−1)jp1−j+2kψ(x− k)

=
1

2

∑
k,ℓ

(
(−1)j+1p1−j+2kp

∗
1−ℓ + p∗j−2kpℓ

)
ϕ(2x− 2k − ℓ).

右辺の ϕ(2x− 2k− ℓ)の係数が 2k+ ℓ = j 以外でゼロになることを示そう。つまり、

以下を示す。ℓ = j − 2k のとき∑
k

p1−j+2kp
∗
1−j+2k + p∗j−2kpj−2k = 2 (*)

および、n ̸= 0について ℓ = j − 2k + nのとき∑
k

(−1)np1−j+2kp
∗
1−j+2k−n +

∑
k

p∗j−2kpj−2k+n = 0, n ̸= 0 (**)

式 (∗)については、m = 1− j +2k、m = j − 2kとして、定理 8.7の関係式 (2)から∑
m

pmp
∗
m = 2

を得る。式 (∗∗)については、nの偶奇で分けて考える。奇数 n = 2iのとき、最初の

総和は添字を k′ = i+ j − k と変えて∑
k′

−pj−2k′+np
∗
j−2k′
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となって後の総和と打ち消し合う。一方、偶数 n = 2i のとき、後の総和は添字を

k = −k′ + j + iと変えて∑
k′

p∗−j+2k′−np−j+2k′

となる。これをm = −j+2k′で書き直すと、式 (∗∗)の最初の総和でm = 1− j+2k

としたものとまとめることができて、式 (∗∗)は∑
m

p∗m−2ipm

と表される。定理 8.7の関係式 (1)から、この式の総和はゼロである。 ■

定理 8.8の式 (8.13)と式 (8.14)より、空間Wj の正規基底ψj,k(x) = 21/2ψ(2jx−k)
は Vj+1 の正規基底 ϕj+1,ℓ(x)を使って

ψj,k(x) = 2−1/2
∑
ℓ∈Z

(−1)ℓp∗1−ℓ+2kϕj+1,ℓ(x) (8.15)

と表される。Vj の部分空間 Vj−1 とその直交補空間 Wj−1 への分解 Vj = Vj−1 ⊕
Wj−1 を繰り返すと互いに直交する次のような部分空間への分解が得られる。

Vj =

j−J⊕
k=1

Wj−k ⊕ VJ , j > J, (8.8′)

さらに、{Vj} は V−1, V−2, . . . と J < 0 についてて定義されており、MRA の定義

8.2(c)から、先の式 (8.9)を次の定理として得られる。

定理 8.10 {Vj}j∈Z がスケーリング関数 ϕをもつMRAとする。Wj を Vj+1 内の部

分空間 Vj の直交補空間とするとき次が成立する。

L2(R) =
⊕
k∈Z

Wk. (8.9′)

各 j ∈ Zについて {ψj,k}k∈ZはWj の正規直交系、ウェーブレット系 {ψj,k(X)}j,k∈Z
は L2(R)の正規直交系である。実際、f ∈ L2(R)は

∑
k∈Z wk, wk ∈ Wk と一意に展

開される。
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8.5 MRAの分解および再構成公式

fj(x)をある j ∈ Zの近似空間 Vj に属しているとする。たとえば、f ∈ L2(R)に
対して Vj への射影演算子 P̂j によって、fj(x) = P̂jf(x) を考える。定理 8.4 より、

fj は Vj の正規直交系を使って次のように展開される。

fj(x) =
∑
k∈Z
⟨ϕj,k | f⟩ϕj,k(x). (8.16)

Vj = Vj−1 ⊕ Wj−1, Vj−1 ⊥ Wj−1 と直和分解されることと定理 8.8 から fj を

fj = fj−1 + wj−1, fj−1 ∈ Vj−1, wj−1 ∈ Wj−1 と分解でき、それぞれ Vj−1 および

Wj−1 の正規直交系を使って次のようにも展開できる。

fj(x) = fj−1(x) + wj−1(x)

=
∑
k∈Z
⟨ϕj−1,k | f⟩ϕj−1,k(x) +

∑
k∈Z
⟨ψj−1,k | f⟩ψj−1,k(x). (8.17)

式 (8.12)および式 (8.14)から、式 (8.17)の係数は次のように分解される。

⟨ϕj−1,k | f⟩ = 2−1/2
∑
k∈Z

p∗k−2ℓ ⟨ϕj,k | f⟩

⟨ψj−1,k | f⟩ = 2−1/2
∑
k∈Z

(−1)kp1−k+2ℓ ⟨ϕj,k | f⟩

}
(8.18)

fj(x)を ϕj,k(x)に置き換えて、⟨ϕj−1,k |ϕj,k⟩ = 2−1/2p∗k−2ℓ および ⟨ψj−1,k |ϕj,k⟩ =
2−1/2(−1)kp1−k+2ℓ を使うと、式 (8.18)は次のようになる。

ϕj,k(x) =
∑
ℓ∈Z

2−1/2p∗k−2ℓϕj−1,k(x)+
∑
ℓ∈Z

2−1/2(−1)kp1−k+2ℓψj−1,k(x) (8.19)

この式 (8.19) は、式 (8.12) とを比較して分かるように、スケーリンク関数の 2-ス

ケールの逆関係を与えている。これより、式 (8.16)の fj(x)の展開係数 ⟨ϕj,k | f⟩は
次のように再構成される。

⟨ϕj,k | f⟩ =2−1/2
∑
ℓ∈Z

pk−2ℓ ⟨ϕj−1,ℓ | f⟩

+ 2−1/2
∑
ℓ∈Z

(−1)kp∗1−k+2ℓ ⟨ϕj−1,ℓ | f⟩
(8.20)

これらの関係から次の定理を得る。
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命題 8.11 (近似関数の分解と再構成) MRA の 近 似 関 数 fj ∈ Vj を 係 数

{cjk = 2j/2 ⟨ϕj,k | f⟩}を使って

fj(x) =
∑
k∈Z

2j/2 ⟨ϕj,k | f⟩ 2−1/2ϕj,k(x)

=
∑
k∈Z

cjkϕ(2
jx− k)

と展開すると、式 (8.17) は {dj−1k = 2(j−1)/2 ⟨ψj−1,k | f⟩} を使って次のように展開
される。

fj(x) =
∑
k∈Z

cj−1k ϕ(2j−1x− k) +
∑
k∈Z

dj−1k ψ(2j−1x− k).

このとき、次の関係が成立する。

係数の分解 :

{cj−1k =
1

2

∑
k∈Z

p∗k−2ℓa
j
k

dj−1k =
1

2

∑
k∈Z

(−1)kp1−k+2ℓa
j
k

(8.21)

係数の再構成 : cjk =
∑
ℓ∈Z

pk−2ℓa
j−1
ℓ +

∑
ℓ∈Z

(−1)kp∗1−k+2ℓb
j−1
ℓ (8.22)

8.6 分解と再構成法

第 8.5節のMRAの分解および再構成公式から、信号 f ∈ L2(R)に対するウェー
ブレット分解と再構成の実際をみてみよう。f を上手く近似するために、標本化率

（第 3.5章）と利用するMRAの選択がどの近似空間 Vj を使うかが決定される。f の

Vj での最適近似は Vj への直交射影 P̂j によって、Vj の基底を使って次のように表さ

れる。

P̂jf(x) =
∑
k∈Z

cjkϕ(2
jx− k), cjk = 2j

∫ ∞
−∞

ϕ∗)2jx− k)f(x) dx (8.23)

ここで、信号 f ∈ L2(R)の展開係数 {cjk}が問題になるが、正確には標本化情報から
でなく、第 6.4節での議論から、次のようにスケーリング関数から計算するとよい。

cjk ≈ Cf(k/2
j), C =

∫
ϕ∗(x) dx
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ϕ(x)がコンパクトであるとき、|x| ≦ mで ϕは値を持つため

cjk =

∫ M

−M
ϕ∗(x′)f(2−jx′ + 2−jk) dx′

であるが、十分大きな j のとき、x′ ∈ [−M,M ]について 2−jx′ + 2−jk ∼ +2−jk で

あることから f(2−jx′ + 2−jk) ∼ f(2−j)となって

cjk ≈ f(k/2
j)

∫ M

−M
ϕ∗(x′), dx′

となるからである。

これより式 (8.23)は

P̂jf(x) ≈ fj(x) = C
∑
k∈Z

f(k/2j)ϕ(2jx− k) (8.23′)

と近似的に与えられる。

8.6.1 分解アルゴリズム

式 (6.21)のように、fj は次のように分解される。

f ≈ fj → fj−1 → fj−2 → · · · → f1 → f0

↘ wj−1 ↘ wj−2 ↘ · · · ↘ w1 ↘ w0

(8.24)

さて、離散信号の下降演算を次のように定めよう。

定義 8.12 離散信号 s = (. . . , s−2, s−1, s0, s1, s2, . . . )の下降化演算子 D̂ を

D̂s = (. . . , s−2, s0, s2, )̇ (8.25)

定義 5.2(6) の離散信号 x = (. . . , x−1, x0, x1, . . .), y = (. . . , y−1, y0, y1, . . .) の畳み

込み

(x ∗ y)i =
∑
ℓ∈Z

xℓyi−ℓ

を思い起こそう。このとき、式 (8.19)に関係する離散信号 h = (. . . , h−1, h0, h1, . . .)

および ℓ = (. . . , ℓ−1, ℓ0, ℓ1, . . .)を
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hk =
1

2
(−1)kpk+1 (8.26)

ℓk =
1

2
p∗−k (8.27)

と定めると、展開係数からなる離散係数列 cj = (. . . , cj−1, c
j
0, c

j
1, . . . ) と dj−1 =

(. . . , dj−1−1 , d
j−1
0 , dj−11 , . . . ) に対する式 (8.21)の分解アルゴリズムは次のように表さ

れる。

cj−1 = D(ℓ ∗ cj) (8.21′)

dj−1 = D(h ∗ cj). (8.22′)

8.6.2 再構成アルゴリズム

再構成スキームは次のようになる。

f0 → f1 → f2 → · · · → fj−1 → fj ≈ f

w0 ↗ w1 ↗ w2 ↗ · · · ↗ wj−1 ↗
(8.28)

今度は離散列を

h̃k =
1

2
(−1)kp∗1−k (8.29)

ℓ̃k =
1

2
pk (8.30)

とすると、式 (8.22)は次のように書ける。

cjk =
∑
ℓ∈Z

ℓ̃k−2ℓc
j−1
ℓ +

∑
ℓ∈Z

h̃k−2ℓd
j−1
ℓ (8.31)

ここで、離散信号の上昇演算を次のように定めよう。

定義 8.13 離散信号 s = (. . . , s−2, s−1, s0, s1, s2, . . . )の上昇化演算子 Û を

Ûs = (. . . , s−2, 0, s−1, 0, s0, 0, s1, 0s2, 0)̇ (8.32)

このとき、式 (8.31)の再構成アルゴリズムは次のように表される。

aj = ℓ̃ ∗ (Uaj−1) + h̃ ∗ (Udj−1) (8.33)





241

第 9章

Daubechiesの構成方法

9.1 スケーリング関数の Fourier変換

定理 8.5のスケーリング関数の 2-スケール関係 (8.10)

ϕ(x) =
∑
k∈Z

pkϕ(2x− k) (8.10′)

を Fourier変換してみる。

定理 9.1 2-スケーリング関係 ϕ(x) =
∑

k∈Z pkϕ(2x− k)の Fourier変換は多項式

H(z) =
1

2

∑
k∈Z

pkz
k (9.1)

を使って次のように表示できる。

ϕ̂(λ) = ϕ̂(λ/2)H(e−iλ/2). (9.2)

また、多項式 G(z)を

G(z) = −zH∗(−z)

とおくと、定理 8.8の

ψ(x) =
∑
k∈Z

(−1)kp∗1−kϕ(2x− k) (8.13′)

についても、同様な Fourier変換した関係式を得る。

ψ̂(λ) = ϕ̂(λ/2)G(e−iλ/2). (9.3)
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証明 定理 3.18の Fourier変換の性質 (1),(6),(7)から

F [ϕ(x)](λ) =
∑
k

pkF [ϕ(2(x−k/2))](λ) =
1

2

∑
k

pkϕ̂(λ/2)e
−ikλ/2 = ϕ̂(λ/2)H(e−iλ/2).

■

命題 8.1 で MRA においてスケーリング関数 ϕ の平行移動から構成された正規直

交関数系が満たす式 (8.1)を使うと、定理 9.1の 2-スケール関係の Fourier変換で登

場した多項式 H(z)は次の特徴的な性質を持つことがわかる。

定理 9.2 関数 ϕが正規直交
∫
ϕ∗(x−k)ϕ(x−ℓ)dx = δkℓで、2-スケール条件 ϕ(x) =∑

k pkϕ(2x− k)を満たしているとする。このとき多項式 H(z) = 1/2
∑

k pkz
k は次

を満たす。

|H(z)|2 + |H(−z)|2 = 1, z ∈ C, |z| = 1. (9.4)

証明 命題 8.1の式∑
k∈Z
|ϕ̂(λ+ 2πk)|2 =

1

2π
, 全ての λ ∈ Rから (8.1′)

の総和を偶奇に分け、定理 9.1の式

ϕ̂(λ) = ϕ̂(λ/2)H(e−iλ/2) (9.2′)

を使う。

1

2π
=
∑
k∈Z
|ϕ̂(λ+ 2πk)|2

=
∑
ℓ∈Z
|ϕ̂(λ+ (2ℓ)π)|2 +

∑
ℓ∈Z
|ϕ̂(λ+ (2ℓ+ 1)π)|2

=
∑
ℓ∈Z

Ä
|ϕ̂(λ/2 + (2ℓ)π)H(e−i(λ/2+2ℓπ))|2 + |ϕ̂(λ/2 + (2ℓ+ 1)π)H(e−i(λ/2+(2ℓ+1)π))|2

ä
=|H(e−iλ/2)|2

∑
ℓ∈Z
|ϕ̂(λ/2 + 2πℓ)|2 + |H(−e−iλ/2)|2

∑
ℓ∈Z

ϕ̂((λ/2 + π) + 2πℓ)|2.

右辺の 2つ総和は命題 8.1よりそれぞれ 1/2π。したがって、

1 = |H(e−iλ/2)|2 + |H(−e−iλ/2)|2.

■
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演習 9.3 Haar関数の 2-スケーリンク関係は p0 = p1 = 1, pk ̸=0,1 = 0で合った。定

理 9.1および定理 9.2が成立することを確かめなさい。

このとき、定理 9.2と同様にして、ψ についても次の類似定理が成り立つ。

定理 9.4 関数 ϕ が正規直交
∫
ϕ∗(x − k)ϕ(x − ℓ)dx = δkℓ で、2-スケール条件

ϕ(x) =
∑

k pkϕ(2x − k)を満たしているとする。また、ψ(x) =
∑

k qkϕ(2x − k)で
あるとする。

多項式 G(z) =
∑

k qkz
k とするとき、直交性

∫
ψ∗(x − k)ϕ(x − ℓ)dx = 0, kℓ ∈ Z

は次のように表される。

H(z)G∗(z) +H(−z)G∗(−z) = 0, すべての |z| = 1.

定理 9.2と定理 9.4を次のようにまとめることもできる。

系 9.5 定理 9.2と定理 9.4の前提のもとに、行列 S を

S =

ï
H(z) H(−z)
G(z) G(−z)

ò
と定めると

SS† =

ï
1 0
0 1

ò
.

例 9.6 区間 [0, 1)上で値 1を持つ Haarスケーリング関数 ϕ(x)の場合に定理が成立

していることを確かめよう。この Fourier変換は

ϕ̂(λ) =
1√
2π

∫ 1

0

e−ixλdx =
e−iλ − 1

−i
√
2πλ

であることに注意しておく。このとき、ϕの 2-スケール関係 p0 = p1 = 1より多項式

H(z) = (1 + z)/2となる。

H(e−iλ/2)ϕ̂(λ/2) = 1

2
(1 + e−iλ/2)

e−iλ/2 − 1

−i
√
2πλ/2

=
e−iλ − 1

−i
√
2πλ

= ϕ̂(λ).

これより、ϕ̂(λ) = H(e−iλ/2)ϕ̂(λ/2)を得て、定理 9.1の前半が成立していることが

確かめられた。また

|H(z)|2 + |H(−z)|2 =
|1 + z|2

4
+
|1− z|2

4
|z| = 1
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より、定理 9.2が成立していることがわかる。

さらに、Haarのウェーブレット関数 ψ(x) = ϕ(2x)− ϕ(2x− 1)の Fourier変換を

直接計算して

ψ̂(λ) =
(e−iλ/2 − 1)2

i
√
2πλ

.

を得る。G(z) = (1− z)/2であることを使って

ϕ̂(λ/2)G(e−iλ/2) =
e−iλ − 1

−i
√
2πλ

· 1− e−iλ/2

2

= ψ̂(λ)

これより、定理 9.1の後半が成立していることが確かめられた。

9.2 スケーリング関数の反復構成

定理 9.1と定理 9.2から、MRAを構成する関数 ϕの 2-スケーリング関係 (8.10)よ

り定義される多項式 (9.1)が

|H(z)|2 + |H(−z)|2 = 1, |z| = 1 (9.4′)

を満たしているとする。言い換えれば、式 9.4を満たすような多項式と 2-スケーリン

グ関係

ϕ(x) =
∑
k∈Z

pkϕ(2x− k) (8.10′)

を満たすような関数 ϕ を構成すれば。このれば MRA のスケーリング関数になる。

実際、Daubechiesの正規直交連続ウェーブレット関数の発見はそのような多項式 H

を構成することによってなされた [8]。

さて、ϕが 2-スケーリング関係を満たしているとき、定理 9.1を繰り返して適用し

すると

ϕ̂(λ) = H(e−iλ/2)ϕ̂(λ/2)

= H(e−iλ/2)H(e−iλ/22)ϕ̂(λ/22)

=

(
n∏

m=1

H(e−iλ/2
m

)

)
ϕ̂(λ/2n)
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したがって、

ϕ̂(λ) =

( ∞∏
m=1

H(e−iλ/2
m

)

)
ϕ̂(0)

=
1√
2π

( ∞∏
m=1

H(e−iλ/2
m

)

)

が得られることに注意しよう（ϕ̂(0) = 1/
√
2π を使った）。

このことから次のような反復法が考えられる。

定義 9.7 (スケーリング関数の反復構成) 定理 9.2 を満たす多項式 H が既に構成さ

れており、H(1) = 1とする。初期関数 ϕ) として正規直交性を満たす Haarスケーリ

ング関数をとる。

ϕ0(x) =

®
1 0 ≦ x < 1,

0 それ以外

これより、ϕ1(x) =
∑

k pkϕ0(x), . . . というように、以下のように関数 ϕn を反復定

義する。

ϕn(x) =
∑
k∈Z

pkϕn−1(2x− k) (9.5)

このとき関数 ϕ(x) = limn→∞ ϕn(x)を考えることができ、次の定理を得る。

定理 9.8 多項式 H(z) =
1

2

∑
k∈Z

pkz
k が次の性質を満たすとする。

(1) H(1) = 1.

(2) |H(z)|2 + |H(−z)|2 = 1, |z| = 1.

(3) |H(eiw)| > 0, |w| ≦ π/2.

また、ϕ0(x)を Haarスケーリング関数とし、ϕn(x) =
∑

k pkϕn−1(2x− k), n ≧ 1と

する。

このとき、関数列 {ϕn(x)}n≧1 は L2 で ϕに各点収束し、ϕは規格化性 ϕ̂ = 1/
√
2π

と正規直交性∫ ∞
−∞

ϕ∗(x−m)ϕ(x− n) dx = δmn

および、2-スケーリング関係 ϕ(x) =
∑

k pkϕ(2x− k)を満たす。
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証明 式 (9.5)の n = 1として Fourier変換すると、式 (9.2)より

ϕ̂1(λ) = ϕ̂0(λ/2)H(e−iλ/2). (9.2′)

ϕ̂0(0) = 1/
√
2π,H(1) = 1から ϕ̂1(0) = 1/

√
2π となり定理の条件を満たす。

∑
k∈Z
|ϕ̂1(λ+ 2πk)|2 =

∑
k∈Z
|H(e−iλ/2+iπk))|2|ϕ̂0(λ/2 + πk)|2

=
∑
ℓ∈Z
|H(e−iλ/2+i2πℓ))|2|ϕ̂0(λ/2 + 2πℓ)|2

+
∑
ℓ∈Z
|H(e−iλ/2+iπ(2ℓ+1))|2|ϕ̂0(λ/2 + π(2ℓ+ 1))|2

= |H(e−iλ/2)|2
∑
ℓ∈Z
|ϕ̂0(λ/2 + 2πℓ)|2

+ |H(−e−iλ/2)|2
∑
ℓ∈Z
|ϕ̂0(λ/2 + 2πℓ)|2

=
1

2π

Ä
|H(e−iλ/2)|2 + |H(−e−iλ/2)|2

ä
命題 8.1式 (8.1)より

=
1

2π
定理の仮定より

命題 8.1より、ϕ1 は正規直交性を満たす。帰納法からすべての ϕn で条件を満たす。

収束性の証明は省略する（図 9.1参照）。 ■

例 9.9 Haarスケーリング関数の 2-スケール関係が p0 = p1 = 1であることから、多

項式は H(z) = (1 + z)/2である。これより、直ちに定理 9.8の仮定を満たすことが

確かめられる。ϕ1 は

ϕ1(x) = p0ϕ(2x) + p1ϕ(2x− 1)

= ϕ0(x)

となり、ϕ0 = ϕ1 = ϕ2 = . . .であることがわかる。したがって、Haar関数の場合、

スケーリング関数は反復法によって ϕ0 のままである。

例 9.10 多項式 H(z) =
∑

k pkz
k において、Daubechies[8] は 2-スケール係数とし

て p0 =
1 +
√
3

4
, p1 =

3 +
√
3

4
, p2 =

3−
√
3

4
, p3 =

1−
√
3

4
を持つことを発見した

（第 9.4節）。この場合の反復法による関数 ϕn(x) =
∑

k pkϕn−1(2x− k)の収束の様
子 ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5, ϕ6 を図 9.1に示した。
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図 9.1 Daubechies の連続スケーリング関数 ϕ の構成。2-スケール関係 p0 =
1 +

√
3

4
, p1 =

3 +
√
3

4
, p2 =

3−
√
3

4
, p3 =

1−
√
3

4
と選んで Haar スケーリン

グ関数 ϕ0(x)(0)から ϕn(x) =
∑

l pkϕn−1 と反復して構成した ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5.

limn→∞ ϕn(x)がコンパクトサポートを持つ連続関数 ϕ(x)に急速に収束する様子

が伺える。
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9.3 ウェーブレット関数のゼロモーメント条件

定理 8.8でスケーリング関係

ϕ(x) =
∑
ℓ∈Z

pkϕ(2x− ℓ) (8.10′)

を持つスケーリング関数 ϕの Fourier変換から導かれる式 (9.1)の多項式 H を改め

て

m0(ξ) = H(e−iξ) =
1

2

∑
ℓ∈Z

pℓe
−iℓξ (9.6)

と書くことにする。m0(ξ)は、定理 9.2の式 (9.4)から、次の性質

|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1 (9.7)

を持つ。式 (9.2)は次のように表される。

ϕ̂(ξ) = m0(ξ/2)ϕ̂(ξ/2). (9.2′)

また、スケーリング関数 ϕから導かれるウェーブレット

ψ(x) =
∑
ℓ∈Z

(−1)ℓp∗1−ℓϕ(2x− ℓ) (8.13′)

の Fourier変換式 (9.3)は改めて次のように表すことができる。

ψ̂(ξ) = −ϕ̂(ξ/2)
Ä
−e−iξ/2H∗(−e−iξ/2)

ä
= −e−iξ/2m∗0(ξ/2 + π)ϕ̂(ξ/2). (9.8)

このとき、次の定理が成立する。

定理 9.11 (ゼロモーメント条件) ϕ(x) をコンパクトサポートな有限列 {pk} を持つ
MRAのスケーリング関数とする。ψ(x)を式 (8.13)で与えられるウェーブレット関

数とする。このとき、各 N ∈ Nに対して、次は同値である。

(1) ψ の k モーメントがゼロである。∫ ∞
−∞

xkψ(x) dx = 0 0 ≦ k ≦ N − 1. (9.9)
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(2) m0 の π での k 階微分がゼロである。

m
(k)
0 (π) = 0 0 ≦ k ≦ N − 1. (9.10)

(3) m0(ξ)が周期 2π を持つ三角関数の多項式 Lとの積に因子できる。

m0(ξ) =

Ç
1 + e−iξ

2

åN

L(ξ) (9.11)

(4) ∑
ℓ∈Z

pℓ(−1)ℓℓk = 0 (9.12)

証明 (1)↔ (2)

式 (9.8)と ϕ̂(0) = 1/
√
2π を使うと

ψ̂(0) = −m∗0(π)ϕ̂(0)

であるためには

m0(π) = 0

であることが必要十分。また、Fourier変換の導関数の性質（式 (3.11)）を使うと

d

dξ
ψ̂(0) = m∗) (π)

Å
i

2
ϕ̂(0)− 1

2

d

dξ
ϕ̂(0)

ã
+

1

2

d

dξ
m∗0(π) · ϕ̂(0) = 0

であるためには

d

dξ
m0(π) = 0

であることが必要十分。同様にして、帰納的から 0 ≦ k ≦ N−1に対して ψ̂(k)(0) = 0

であることとm
(k)
0 (π) = 0は同値である。

(2)↔ (3)

スケーリング関係の係数 {pk}に関する Z-変換を

H(z) =
∑
k

pkz
−k

とすると、m0(ξ) = H(eiξ) である。H(z) は非ゼロ係数をもつ z−1 に関する多項式

と仮定することができる（そうでなければ、適当な J を選んで z−JH(z)がそうであ
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るようにできて、それを改めて H(z) とする）。H(−1) = H(eiπ) = m0(π) である。

(2)が成立しているとき、

H(k)(−1) = 0 0 ≦ k ≦ N − 1

に注意すると、Taylor展開は次のようになる。

H(z) =
N−1∑
k=0

H(k)(−1)
k!

(z−1 + 1)k +
1

N !
(z−1 + 1)RN (z)

=
1

N !
(z−1 + 1)RN (z)

これより、次を得る。

m0(ξ) = Heiξ =

Ç
1 + e−iξ

2

åN

L(ξ)

ここで

L(ξ) = 2N

N !
RN (eiξ)

において、RN (z)は z−1 の多項式である。このことから L(ξ)は周期 2π の三角関数

の多項式となり、(3)を得る。一方、(3)であれば、z−1 に関するある多項式 a(z)を

つかって

H(z) = (z−1 + 1)Na(z)

と因子化でき、H(z)は z = −1でN 位のゼロ点を持つ。z0 がH(z)の r位のゼロ点

であるとに、z0 = eiξ0 なる ξ0はm0(ξ)の r位のゼロ点である。したがって、z = −1
がH(z)の N 位のゼロ点であるとき π はm0(ξ)の N 位のゼロ点となり (2)を得る。

(2)↔ (4)

m0(ξ)の定義と {pk}が有限列であることから

m
(k)
0 (ξ) =

1

2

∑
ℓ

pℓ(−iℓ)ke−iℓξ.

これより、

m
(k)
0 (π) =

(−i)k

2

∑
ℓ

pℓℓ
k(e−iπ)ℓ. =

(−i)k

2

∑
ℓ

pℓℓ
k(−1)ℓ

■
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図 9.2 Daubechies が発見した関数（N = 2）. 2-スケール係数が p0 =
1 +

√
3

4
, p1 =

3 +
√
3

4
, p2 =

3−
√
3

4
, p3 =

1−
√
3

4
の場合: (a) スケーリン

グ関数 ϕ(x)（図 9.1）, (b)ウェーブレット関数 ψ(x) =
∑

k(−1)kp∗1−kϕ(2x− k).

いずれもコンパクトサポートを持つ連続関数になっている。

9.4 Daubechiesの方法

Daubechiesは不連続な Haar関数系を特別な場合として含むようなスケーリング

関数 ϕおよびそれから導かれる正規直交基底をなすコンパクトサポートを持つウェー

ブレット関数 ψ を組織的に構成することに成功した [8][9]。
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定理 9.11(3)から、次の実数値関数を考える。

M0(ξ) = |m0(ξ)|2 =

∣∣∣∣1 + e−ixi

2

∣∣∣∣2N |L(ξ)|2
= cos2N (ξ/2)L(ξ) (9.13)

ここで、L(ξ) = |L(ξ)|2 である。L(ξ)は実係数を持つ三角多項式であることから、次
のように書ける。

L(ξ) = ℓ0 +
∞∑

n=1

(ℓne
−iξ) + ℓ−ne

iξ) = ℓ0 +
∞∑

n=1

2ℓn cos ξ

cos ξ = 1 − 2 sin2 ξ/2 から、結局、多項式 L(ξ) は sin2 /xi/2 の多項式 P (sin2 ξ/2)

として表されることがわかる。これより、

M0(ξ) =

Å
cos

ξ

2

ã2N
P

Å
sin2

ξ

2

ã
条件 (9.7)を次のように書き換えることができる。

1 =M0(ξ) +M0(ξ + π)

=

Å
cos

ξ

2

ã2N
P

Å
sin2

ξ

2

ã
+

Å
cos

ξ + π

2

ã2N
P

Å
sin2

ξ + π

2

ã
=

Å
cos

ξ

2

ã2N
P

Å
sin2

ξ

2

ã
+

Å
sin

ξ

2

ã2N
P

Å
cos2

ξ

2

ã
.

y = sin2 ξ/2とおいて書き換えると、次のDaubechiesの多項式関係を得る。

(1− y)NP (y) + yNP (1− y) = 1. (9.14)

この関係式は |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1（式 (9.7)）に相当する。すべての ξ につ

いて 0 ≦ sin2 ξ/2 ≦ 1であることから多項式 P は次の条件を満たしている。

P (y) ≧ 0, 0 ≦ y ≦ 1. (9.15)

こうして、多重解像度解析をもたらすスケーリング関数 ϕとそれから導かれるウェー

ブレット関数 ψ の構成は式 (9.14)および式 (9.15)を満たす多項式 P (y)を解く問題

に帰着することができた*1。これが Daubechiesの発見である [8]。

*1 厳密には P (y)は |m0(ξ)|2 を特徴づけているのであるあるが、スケーリング関係を導くm0 が構
成できる [9, 定理 6.3.6]。
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9.5 Daubechiesの多項式

２項展開を利用して Daubechiesの多項式が満たす関係式を確認しておこう。

補題 9.12 N ≧ 1に対し (N − 1)次のDaubechies多項式を次で定義する。

PN−1(y) =
N−1∑
k=0

Ç
2N − 1

k

å
yk(1− y)N−1−k (9.16)

このとき、Daubechies多項式は式 (9.14)の Daubechiesの多項式関係を満たす。

1 = yNPN−1(1− y) + (1− y)NPN−1(y)

証明 N ∈ Nを決めておいて次の等式に注意する。

1 =
(
(−y) + y

)2N−1
=

2N−1∑
k=0

Ç
2N − 1

k

å
(1− y)ky2N−1−k

=
N−1∑
k=0

Ç
2N − 1

k

å
(1− y)ky2N−1−k +

2N−1∑
k=N

Ç
2N − 1

k

å
(1− y)ky2N−1−k

=
N−1∑
k=0

Ç
2N − 1

k

å
(1− y)ky2N−1−k +

N−1∑
m=0

Ç
2N − 1

m

å
(1− y)2N−1−mym

= yN
N−1∑
k=0

Ç
2N − 1

k

å
(1− y)ky2N−1−k + (1− y)N

N−1∑
m=0

Ç
2N − 1

m

å
(1− y)N−1−mym.

■

例 9.13

N = 1 P0(y) = 1

N = 2 P1(y) = 1 + 2y

N = 3 P2(y) = 1 + 3y + 6y2

N = 4 P3(y) = 1 + 4y + 10y2 + 20y3.
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以下、第 9.5.1節、第 9.5.2節および第 9.5.3節で見るようにN を定めてDaubechies

の多項式 PN−1(y)を求めておいて、定理 9.11ゼロモーメント条件 (3)の式 (9.11)

m0(ξ) =
1

2

∑
k∈Z

pke
−ikξ

=

Ç
1 + e−iξ

2

åN

L(ξ) (9.11′)

に返って、スケーリング係数 {pk}を求めることができる。式 (9.13)

|L(ξ)|2 = L(ξ)

= PN−1

Å
sin2

ξ

2

ã
にあるように、m0(ξ)を求めるには因子化することが必要である。

こうして求めたスケーリング係数 {pk}からスケーリング関数 ϕが決まり、さらに

コンパクトサポートな連続関数としてそのウェーブレット ψ が

ψ(x) =
∑
k∈Z

(−1)kp∗1−kϕ(2x− k)

と定めることができるというのが Daubechies の構成理論である。PN−1(y) のまま

で高次の N についてのスケーリング係数を直接求めることは難しくなる。このため

に 2N − 1次の多項式

P2N−1(y)(1− y)NPN−1(y) (9.17)

を使ってスペクトル因子法を使ってスケーリング係数を求める方法があるが、ここで

はこれ以上立ち入らない。

9.5.1 N = 1

P0(y) = 1より

|L(ξ)|2 = P0

Å
sin2

ξ

2

ã
= 1

から明らかなように

L(ξ) = 1



9.5 Daubechiesの多項式 255

である。したがって、

m0(ξ) =

Ç
1 + e−iξ

2

å
=

1

2

∑
k∈Z

pke
−ikξ

であるように {pk}を決めればよい。

pk =

®
1 k = 0, 1

0 それ以外

となって、例 9.9で確認した Haarスケーリング関係が得られる。

9.5.2 N = 2

P1(y) = 1 + 2y から

|L(ξ)|2 = P1

Å
sin2

ξ

2

ã
= 1 + 2 sin2

ξ

2
= 2− cos ξ.

三角多項式 L(ξ)を

L(ξ) = a+ be−iξ

の形で探してみる。

|L(ξ)|2 = (a2 + b2) + 2ab cos ξ

であることより、

a2 + b2 = 2, 2ab = −1

となる a, bを求めればよいことがわかる。m0(0) = L(0) = 1から a+ b = 1となり、

関係

a+ b = 1,

a− b =
√
3

が得られる。これより

a =
1 +
√
3

2
, b =

1−
√
3

2
.
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以上から、次を得る。

m0(ξ) =

Ç
1 + e−iξ

2

å2Ç
1 +
√
3

2
+

1−
√
3

2
e−iξ
å

=
1−
√
3

8
+

3−
√
3

8
e−iξ +

3 +
√
3

8
e−2iξ +

1 +
√
3

8
e−3iξ

=
1

2

∑
pke
−ikξ,

係数を比較して

p0 =
1 +
√
3

4
, p1 =

3 +
√
3

4
, p2 =

3−
√
3

4
, p3 =

1−
√
3

4

が得られる。この結果は例 9.10で取り上げたスケーリング関係である（図 9.1）。

9.5.3 N = 3

P2(y) = 1 + 3y + 6y2 から

|L(ξ)|2 = P2

Å
sin2

ξ

2

ã
= 1 + 3 sin2

ξ

2
+ 6 sin4

ξ

2
=

19

4
− 9

2
cos ξ +

3

4
cos 2ξ.

三角多項式 L(ξ)を

L(ξ) = a+ be−iξ + ce−2iξ

の形で探してみる。

|L(ξ)|2 = (a2 + b2 + c2) + (2ab+ 2bc) cos ξ + 2ac cos 2ξ

であることより、

a2 + b2 + c2 =
19

4
, 2ab+ 2bc = −9

2
, 2ac =

3

4
.

となる a, b.cを求めればよいことがわかる。

(a− b+ c)2 = (a2 + b2 + c2)− (2ab+ 2bc) = 2ac = 10

さらに、a+ b+ c = 1および

(a− b+ c)2 = (a− b+ c− 2b)2 = (1− 2b)2
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から

b =
1

2
(1±

√
10)

を得る。b = (1−
√
10)/2を選ぶと

a+ c = 1− b = 1

2
(1 +

√
10), ac =

3

8
.

これを解いて

a =
1

4

Å
1 +
√
10±

»
5 + 2

√
10

ã
b =

1

2
(1−

√
10)

c =
1

4

Å
1 +
√
10∓

»
5 + 2

√
10

ã
.

したがって

m0(ξ) =

Ç
1 + e−iξ

2

å3 (
a+ be−iξ + ce−i3ξ

)
の係数を比較して、次のスケーリング係数を得る。

p0 =
1

16

Å
1 +
√
10±

»
5 + 2

√
10

ã
p1 =

1

32

Å
5 +
√
10± 3

»
5 + 2

√
10

ã
p2 =

1

8

Å
5−
√
10±

»
5 + 2

√
10

ã
p3 =

1

8

Å
5−
√
10∓

»
5 + 2

√
10

ã
p4 =

1

16

Å
5 +
√
10∓ 3

»
5 + 2

√
10

ã
p5 =

1

16

Å
1 +
√
10∓

»
5 + 2

√
10

ã
.
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