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1 問題

lim
n→∞

(
4nPn

2nPn

)1/n

を求めよ．

ただし nPk は順列．つまり正整数 n ≥ k で，

nPk :=

k−1∏
i=0

(n− i) = n(n− 1) · · · (n− k + 1)
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2 解法 1:　高 IIIで学ぶ解き方・・・区分求積法の利用

自然対数をとると，

ln

(
4nPn

2nPn

)1/n

=
1

n
ln

(
4n(4n− 1) · · · (3n+ 1)

2n(2n− 1) · · · (n+ 1)

)
=

1

n
ln

(
4(4− 1/n) · · · (3 + 1/n)

2(2− 1/n) · · · (1 + 1/n)

)
=

1

n
[{ln 4 + ln(4− 1/n) + · · ·+ ln(3 + 1/n)} − {ln 2 + ln(2− 1/n) + · · ·+ ln(1 + 1/n)}]

=
1

n

(
n∑

k=1

ln(3 + k/n)−
n∑

k=1

ln(1 + k/n)

)

区分求積法より　→
∫ 1

0

(ln(3 + x)− ln(1 + x))dx (n → ∞)

= [{(3 + x) ln(3 + x)− x} − {(1 + x) ln(1 + x)− x}]10
= [(3 + x) ln(3 + x)− (1 + x) ln(1 + x)]

1
0

= (4 ln 4− 2 ln 2)− (3 ln 3− 1 ln 1)

= 4 ln 4− 2 ln 2− 3 ln 3

= ln 44 − ln 22 − ln 33

= ln
44

22 · 33

= ln
64

27

lnxは xの連続関数なので，両辺の真数を比較して，(
4nPn

2nPn

)1/n

→ 64

27
(n → ∞)
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3 大学で学ぶ，数列の定理

正の実数列 an と，実数 αについて，

lim
n→∞

an+1

an
= α =⇒ lim

n→∞
n
√
an = α

4 解法 2:　大学生的な解き方．

ヒント・・・3節の an で，an =
4nPn

2nPn
と考えればよい．

(証明)

4(n+1)Pn+1/2(n+1)Pn+1

4nPn/2nPn
=

4(n+1)Pn+1

4nPn
· 2nPn

2(n+1)Pn+1

=
(4n+ 4)(4n+ 3)(4n+ 2)(4n+ 1)

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
· n+ 1

(2n+ 2)(2n+ 1)

=
(4 + 4/n)(4 + 3/n)(4 + 2/n)(4 + 1/n)

(3 + 3/n)(3 + 2/n)(3 + 1/n)
· 1 + 1/n

(2 + 2/n)(2 + 1/n)

→ 44

33 · 22
(n → ∞)

=
64

27

よって 3節の定理より， n

√
4nPn

2nPn
→ 64

27 (n → ∞)
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